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Étudedequelquesaspectsduphénomènede
résonance

PartieI–Étuded’uncircuitRLC

I.ARésonancesérie

R ILC

E=E0cosωt

I.A.1)L’impédancecomplexeZSdecedipôles’écrit:

ZS=R+jLω+
1

jCω
=R

[

1+jQ

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)]

,(I.1)

oùω0=1/
√
LCetQ=

Lω0

R.
I.A.2)Onendéduit:

ZS=|ZS|=R

√

1+Q2

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)

2

.(I.2)

Aveclesnotationscomplexes,ona:E=ZSI.Parconséquent,arg(E)=arg(ZS)+arg(I).
Onendéduitqueϕ=arg(E)−arg(I)=arg(ZS).D’oùlerésultatsuivant:

tanϕ=Q

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)

,(I.3)

aveccosϕ≥0,soit−
π
2≤ϕ≤

π
2.

I.A.3)Ona:

ZS

R
=

√

1+Q2

(

x−
1

x

)

2

.(I.4)

•Pourx�1:
ZS

R∼
Q
x.

•Pourx�1:
ZS

R∼Qx.

•Pourx=1:
ZS

R=1.
D’oùlegraphesuivant(oùQ=2;onareprésentéenpointillésl’asymptoted’équation
ZS

R=Qx):
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ZS

R
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I.A.4)L’amplitudedel’intensitéducourantquitraverseledipôles’écrit:

I0=
E0

R

1
√

1+Q2
(

ω
ω0−

ω0

ω

)

2
.(I.5)

LemaximumdeI0estréalisélorsqueledénominateurestminimum,c’est-à-direlorsque
ZSestminimum.Vulegraphetracéprécédemment,onpeutconclurequeI0estmaximum
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lorsquex=1,soitω=ω0.Onobtientalors:

I0max=
E0

R
.(I.6)

L’équationI.5peutêtreécritesouslaforme:

I0
I0max

=
1

√

1+Q2
(

x−
1
x

)

2
.(I.7)

Lecomportementasymptotiquede
I0

I0maxestlesuivant:

•Pourx�1:
I0

I0max∼
x
Q.

•Pourx�1:
I0

I0max∼
1

Qx.

D’oùlegraphesuivant(Q=2):

01234
0

1

I0
I0max

x

Onatanϕ=Q(x−
1
xet−

π
2≤ϕ≤

π
2,cequidonne:

•Pourx�1:tanϕ∼−
Q
x,soitϕ→x→0−

π
2.

•Pourx�1:tanϕ∼Qx,soitϕ→x→∞
π
2.

•Pourx=1:tanϕ=0,soitϕ=0.

D’oùlegraphesuivant(avecQ=2):

1234

ϕ(rad)

x

π
2

−
π
2

I.A.5)Ona
I0

I0max=
1√
2lorsqueQ

2
(

x−
1
x

)

2
=1,soitpourQ

(

x−
1
x

)

=±1,cequi
conduitauxdeuxéquationsduseconddegrésuivantes:x

2
±

x
Q−1.Onneretientqueles

racinespositivesdecesdeuxéquations.Ilvient:

x1=−
1

2Q
+

√

1+
1

4Q2,(I.8)

x2=
1

2Q
+

√

1+
1

4Q2.(I.9)

Onendéduitl’acuitéAdelarésonanceA=
ω2−ω1

ω0=x2−x1=
1
Q.

Lesvaleurscorrespondantesdelaphaseϕpourlesdeuxpulsationsréduitesx1etx2sont:

tanϕ1=
1

2

(

−1+
√

1+4Q2
)

−
2Q

2

−1+
√

4Q2+1
=−1,(I.10)

tanϕ2=
1

2

(

1+
√

1+4Q2
)

−
2Q

2

1+
√

4Q2+1
=1.(I.11)

Onaparconséquentϕ1=−
π
4etϕ2=

π
4.
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I.BRésonanceparallèle
C IC

R ILL

E=E0cosωt

I.B.1)PosonsZL=R+jLωetYC=jCω.L’impédancecomplexedudipôleétudié
s’écrit:ZP=

ZL

1+YCZL.Onendéduitlerésultatdemandé:

ZP=
R+jLω

1−LCω2+jRCω
.(I.12)

I.B.2)OnpeutremarquerqueZS=ZL+
1

YC,d’où:1+YCZL=YCZS.Parailleurs,on

peutécrire:ZL=R+jLω=R
(

1+jQ
ω
ω0

)

.Enreportantcesrésultatsdansl’expression
deZP,ontrouve:

ZP=
R

(

1+jQ
ω
ω0

)

jCωZS

.(I.13)

I.B.3)DanslalimiteoùQ�1etQ
ω
ω0�1,ontrouveZP≈

QR
Cω0ZS,soitZP≈

Q
2
R

2

ZS.

I.B.4)Pourω=ω0,onaZS=R.AlorsZP=Q
2
Renutilisantlaformuleapprochée.

CommeQ�1,onendéduitque|ZP|�R.Ilenrésultequeledipôles’opposeaupassage
ducourantélectrique.Onparledecircuitbouchon.
I.B.5)Onobtientl’intensitéducouranttraversantlecondensateurenécrivant:IC=
YCEoùICetEdésignentlesamplitudescomplexesdeICetE.Cecidonne:IC=
Cω0E0exp

(

−j
π
2

)

.D’où:

IC(t)=
E0

QR
cos

(

ω0t−
π

2

)

.(I.14)

Demême,onécrit:IL=YLEavecYL=
1

R+jLω.D’où:IL=
E0

R(1+jQ).Enécri-
vant

1
1+jQ=

1 √1+Q
2exp(jψ)avectanψ=−Qet−

π
2≤ψ≤0,onobtient:

IL(t)=
E0

R√1+Q
2cos(ω0t+ψ).DanslalimiteoùQ�1,ψ→−

π
2etl’expressionde

IL(t)sesimplifieen:

IL(t)=
E0

QR
cos

(

ω0t−
π

2

)

.(I.15)

Àlarésonance(dansl’hypothèseoùQ�1),lesdeuxbranchesprésententlamêmeimpé-
danceetl’intensitéducourantquicirculedanschacunedesdeuxbranchesestlamêmeetelle
estparticulièrementfaible:ledipôleestun«circuitbouchon».

PartieII–Étuded’unmontageélectronique

II.A-Lemontageproposéestceluid’unamplificateurnoninverseur.L’amplificateuropéra-
tionnelestsupposéidéal:onendéduitqueIE=I+=0etI−=0etfonctionneenrégime
linéaire,parconséquentV+=V−.Cettedernièrerelationimpliquequelatensiond’entrée
VEseretrouveauxbornesdelarésistanceP.CommeI−=0,lesrésistancesPetQ,as-
sociéesensérie,constituentunpontdiviseurdetension.Onendéduitimmédiatementque:
VE=

P
P+QVS.Onendéduitlavaleurdurapport

VS

VE:

VS

VE
=1+

Q

P
.(II.16)

.
II.B-Selonleschémaproposé,onpeuitécrire:VE=REIEetVS=GVE−RSIS.Comme
IEesttoujoursnul(amplificateuridéal)quellequesoitlavaleurdeVE,onendéduitque
RE=0.EnidentifiantlarelationII.16avecVS=GVE−RSIS,ontrouvequelegain1

G=1+
Q
PetRS=0.

II.C-Onétudiel’amplificateurreprésentéci-dessous.

RR

�

E1 EE1E2S

A

G1=1G2

C

C

1.N’aurait-ilpasmieuxvaluappelercerapportamplificationetnongain...
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OndéfinitYC=jCω=j
x
R.

II.C.1)Onalesrelationssuivantes:

S=G2E2,

E2=
ZC

ZR+ZC

E1=
E1

1+YCZR

.

OnécritaussilethéorèmedeMillmannaupointA:

E1=

E
ZR

+
S

ZC

1
ZR

+
1

ZC

cequiconduità:

E1=
E+YCZRS

1+YCZR

.

OrYCZR=jx.D’où:

S=G2E2,(II.17)

E2=
E1

1+jx
,(II.18)

E1=
E+jxS

1+jx
.(II.19)

Onendéduitque:

S=
G2

(1+jx)2(E+jxS).

OnobtientalorslafonctiondetransfertH:

H=
S

E
=

G2

1−x2+jx(2−G2)
(II.20)

II.C.2)LemoduleHdelafonctiondetransferts’écrit:

H=
G2

√

(1−x2)2+x2(2−G2)2(II.21)

Hestextremumlorsque(1−x
2
)
2

+x
2
(2−G2)

2
estextremum,cequiestréalisélorsque

4x(−1+x
2
+

1
2(2−G2)

2
)=0,soitx=0oux

2
=1−

1
2(2−G2)

2
.Cettedeuxièmesolu-

tiondonnelavaleurmaximaledeH:Hmax≈
2

2−G2.Lapulsationréduitecorrespondanteest

x=
√

1−
1
2(2−G2)2≈1,cequicorrespondàω=ω0.

ÉcrivonsHsouslaformesuivante:

H=
Hmax

√

(1−x
2
)
2

(2−G2)
2+x2

.

Lesdeuxpulsationsréduitesdecoupureà-3dB,x1etx2sonttellesqueH(xi)=
Hmax √

2.On
doitdoncrésoudrel’équation:(1−x

2
)
2

+(2−G2)
2
x

2
=2(2−G2)

2
.PosantX=x

2
et

ε=2−G2>0,onseramèneàuneéquationduseconddegré:X
2
+(ε

2
−2)X+1−2ε

2
=0.

Danslalimiteoùε�1,ontrouvelesdeuxvaleursdex1etx2ausecondordreenε,corres-
pondantauxracinescarréesdesracinesdel’équationprécédente:

x1=1−
3

4
ε
2

(II.22)

x2=1+
1

4
ε
2

(II.23)

Onendéduitl’acuitéAdelarésonance:A=x2−x1=ε
2

=(2−G2)
2
.Onconstateque

pourfairefacilementvarierl’acuitédelarésonance,ilsuffitdemodifierle«gain»G2.

II.C.3)LecomportementasymptotiquedeHestlesuivant:

•Pourx�1,H∼G2.

•Pourx�1,H∼
G2

x
2.

Legraphecorrespondantestlesuivant(obtenupourG2=1,8):

01234
0

2

4

6

8

H

x
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II.C.4)LafonctiondetransfertHquenousvenonsdecalculerestcelled’unfiltrepasse-bas
dusecondordre.Aveclesvaleursnumériquesproposéesω0=10rad·s−1

,cequicorres-
pondàlafréquencef0=

ω0

2π=1,6Hz.Lesignalencréneauxconsidéréaunefréquence
de1000Hz:touteslescomposantesdeFourierdecesignalsontdanslabandeatténuée
(fréquencesmultiplesde1000Hz)àl’exceptiondelacomposantedefréquencenullecorres-
pondantàlavaleurmoyennedusignal,quisetrouvedanslabandepassante.Parconséquent,
vulesvaleursnumériqueschoisies,ona,enrégimeétabli:S(t)=〈E〉T=

1
T

∫

T

0E(t)dt.
Onobtient:

S(t)=
1

T

∫

T

0

E(t)dt=
1

T

∫

aT

0

E0dt=aE0(II.24)

Applicationnumérique:S=0,2V.

PartieIII–Oscillationsd’unebobinedansunchampmagnétique

+

P

Q

N

M

A

O

I

#  »

B0=B0
#»
er

z

#»
eθ

#»
ez

Onutiliselabasedescoordonnéescylindriques(0;
#»
er,

#»
eθ,

#»
ez).Lecourantestcompté

positivementdanslesensdelaflèchefigurantsurleschémaci-dessus.
III.A-Considéronsunélémentdelongueur

#»

dl=dz
#»
ez,centréaupointA(cf.figureci-

dessus).IlestparcouruparuncourantI.LaforcedeLaplacequis’exercesurcetélé-
mentdecourants’écrit:

#»

df=Idz
#»
ez∧

#  »

B0=B0Idz
#»
eθ.Onpeutensuitecalculerle

momentdecetteforceélémentaireparrapportaupointO:
#     »

dMO=
#    »

OA∧
#»

df.Ontrouve #     »

dMO=−B0Izdz
#»
er+B0I

a
2dz

#»
ez.Lemomentrésultants’obtientenintégrantsurtoutela

longueurducôtéMN:

#  »

MO=−B0I

∫

a/2

−a/2

zdz
#»
er+

1

2
B0Ia

∫

a/2

−a/2

dz
#»
ez

=
1

2
B0Ia

2#»
ez

CommelabobineestconstituéedeNspires,lemomenttotaldeseffortsdeLaplaces’exer-
çantsurlecôtéMNs’écritdonc:

#  »

MMN=
N

2
B0Ia

2#»
ez(III.25)

LemomentdeseffortsdeLaplaces’exerçantsurlecôtéPQestlemêmequeceluiquel’on
vientdecalculer,car,surlecôtéPQ,àlafoislechampmagnétique

#»

B0etlecourantI
changentdesens.Parailleurs,leseffortsdeLaplacesubisparlescôtésNPetMQsontnuls
carlechampmagnétiqueyestcolinéaireaucourantélectrique.Ilenrésultequelemoment,
enO,deseffortsdeLaplaces’exerçantsurlabobines’écrit:

#  »

MLaplace=NB0Ia
2#»
ez(III.26)

Onécritensuitelethéorèmedumomentcinétique,appliquéàlabobine,dansleréférentiel
galiléendéfinidansl’énoncé.Enprojectionsurl’axe(Oz),onobtient:

J
d

2
θ

dt2=−kθ+NB0Ia
2

(III.27)

III.B-Pourcalculerlaforceélectromotriced’induction,leplussimpleestd’utiliserlebilan
énergétique:PLaplace+eindI=0,oùPLaplacedésignelapuissancedeseffortsdeLaplace.On
a:PLaplace=

#  »

MLaplace·
#»

Ω=
#  »

MLaplace·θ̇
#»
ez,où

#»

Ω=θ̇
#»
ezestlevecteurrotationdelabobine.

Ontrouve:PLaplace=NB0Ia
2
θ̇.Onendéduitlaforceélectromotriced’induction:

eind=−
PLaplace

I
=−NB0a

2
θ̇(III.28)

Leschémaélectriqueéquivalentaudispositifétudiéestlesuivant:

I

RI

E

eind

Onobtient(loid’Ohmgénéralisée):E=RI−eind,cequiconduità:

I=
E

R−
NB0a

2

R
θ̇.(III.29)
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III.C-Onposeφ0=Na
2
B0.Pourobtenirl’équationdifférentiellevérifiéeparθ,ilfaut

éliminerIentreleséquationsIII.27etIII.29.Onobtient:

J
d

2
θ

dt2=−kθ+φ0

(

E

R−
NB0a

2

R
θ̇

)

,(III.30)

=−kθ+
φ0

R
E0cosωt−

φ
2
0

R
θ̇.(III.31)

Finalement,ilvient:
Jθ̈+hθ̇+kθ=scosωt,(III.32)

avech=
φ

2

0

Rets=
φ0E0

R.Onconstateque,conformémentàlaloideLenz,lemomentdes
effortsdeLaplaces’opposeaumouvementdelabobine.
III.D-Onposeω

2
0=k/J,2εω0=h/JetD=s/k.Endivisantl’équationIII.32parJ,on

obtient:
θ̈+2εω0θ̇+ω

2
0θ=ω

2
0Dcosωt(III.33)

L’homogénéitédechacundestermesfaitqueω0esthomogèneàl’inversed’untemps,etse
mesureenrad·s−1

,εetDsontsansdimension.
III.E-Onrechercheunesolutiondelaformeθ(t)=θ0cos(ωt−ϕ).Onutiliselarepré-
sentationcomplexeθ=θ0exp[j(ωt−ϕ)].Ondéfinitaussil’amplitudecomplexedeθ(t):
θ0=θ0exp(−jϕ).Lareprésentationcomplexedeω

2
0Dcosωtestω

2
0Dexp(jωt).L’équa-

tionIII.33seramènealorsàuneéquationalgébriquedansC:

−ω
2
θ0+2jεω0ωθ0+ω

2
0θ0=ω

2
0D,(III.34)

d’oùl’ontirel’expressiondeθ0:

θ0=
ω

2
0D

(ω2
0−ω2)+2jεωω0

.(III.35)

L’amplitudeθ0desoscillationsestobtenueencalculantlemoduledeθ0:

θ0=
D

√

(

1−
ω

2

ω
2

0

)

2

+4ε2ω
2

ω
2

0

,(III.36)

soit:
θ0
D

=
1

√

(

1−
ω

2

ω
2

0

)

2

+4ε2ω
2

ω
2

0

,(III.37)

Onrappellel’expressiondeH:

H=
G2

√

(1−
ω
ω0

2
)2+

ω
ω0

2
(2−G2)2

.

Cesontenfaitlesexpressionsdeθ0/DetH/G2quiontlamêmestructuremathématique.La
quantité(2−G2)intervenantdansl’expressiondeHestalorsl’analoguede2ε.Lemontage
électroniqueétudiédanslapartieIIestunfiltrepasse-bas,labobineétudiéeiciestaussiun
filtrepasse-bas(lesignald’entréeestdenatureélectrique:tensionE(t);lesignaldesortie
estmécanique:déviationangulaireθ(t)).

III.F-Ayantvul’analogieentreH/G2etθ0/D,onpeututiliserlesrésultatsprécédem-
mentstrouvéspourH.Onsaitquelarésonanceintervientpourlemontageélectroniquepour
ω≈ω0.Ilenestdoncdemêmepourlabobine.Cecipermetd’obtenirl’expressionapprochée
del’amplitudemaximaledesoscillations:

θ0max=
D

2ε
.(III.38)

L’acuitédelarésonanceaétécalculéepourlemontageélectronique:A=(2−G2)
2
.On

peutimmédiatementendéduirel’expressiondel’acuitédelarésonancedelabobine:

A=4ε
2
.(III.39)

III.G-III.G.1)Aveclesvaleursnumériquesproposées,ontrouve:θ0max=0,5rad,cequi
correspondàprèsde29o.

III.G.2)Avecω0=1rad·s−1
,ontrouveunefréquencecorrespondantef0=0,16Hz.Une

fréquencede20Hzestdonclargementsupérieureàlafréquencef0:cettefréquenceestdonc
situéedanslabandeatténuéedufiltrequeconstituelabobine.Onendéduitquelabobine
oscilleraàlafréquencede20Hzavecuneamplitudenégligeable.
C’estparcequelafréquencedelatensiondélivréeparEDFestsituéedanscettegammede
fréquencequel’ons’yintéresseenparticulier.Afindedétecteruncourantdefréquencesu-
périeureà100Hz,ilfautquecettefréquencesoitsituéedanslabandepassantedufiltre.Il
fautdoncfaireensortequef0�100Hz.Pource,onpeutjouersurlaraideurkduressort
spiralquiexercelecouplederappel.
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PartieIV–Oscillationsd’unetige

IV.A-Latigeétantsansmasse,ellenecontribuepasaumomentcinétiquedusystèmeétu-
dié.SeulelamasseponctuellemplacéeaupointMycontribue.OnnoteRleréférentiel
Oxyz.Dansceréférentiel,lemomentcinétiquedusystème,calculéparrapportaupointO
s’écrit:#»

L0=
#      »

OM∧[m
#»
vR(M)].(IV.40)

Or
#      »

OM=b
#»
eret

#»
vR(M)=bθ̇

#»
eθ.D’où:

#»

L0=mb
2
θ̇

#»
ez.(IV.41)

Onendéduitquelaconstanteαquifiguredansl’énoncéestégaleàl’unité:α=1.
IV.B-IV.B.1)Laforcederappelexercéeparleressortpeuts’écrirecommesuit:

#»

F=

k
#    »

AB=k
(

#    »

OB−
#    »

OA
)

.Sonmoment,parrapportaupointO,s’écrit:

#  »

MO(
#»

F)=
#    »

OA∧
#»

F=k
#    »

OA∧
#    »

OB=ka
2
sin(θB−θ)

#»
ez.

L’expressiondumomentdupoidsparrapportaupointOestlasuivante:
#  »

MO(m
#»
g)=

#      »

OM∧m
#»
g=−mbgcosθ

#»
ez.

Lethéorèmedumomentcinétiqueappliquéausystèmeétudié,dansleréférentielgaliléenR,
conduit,enprojectionsurl’axeverticalOz,àl’expressionsuivante:

mb
2
θ̈=ka

2
sin(θB−θ)−mbgcosθ−hθ̇.(IV.42)

IV.B.2)Lapositiond’équilibreestobtenuelorsqueθ̇=0etθ̈=0.L’expressionIV.42
conduitaurésultatsuivant:

ka
2
sin(θB−θE)−mbgcosθE=0.(IV.43)

Sil’onsupposeθE=0,alorslarelationIV.43conduità:

sinθB=
mgb

ka2,(IV.44)

cequin’estpossiblequ’àconditionque:
mgb
ka

2≤1.
IV.C-LeréférentielRestaniméd’unmouvementdetranslationverticaletsinusoïdalpar
rapportauréférentieldulaboratoire(i.e.référentielterrestre)galiléen.LeréférentielRde-
vientdoncnongaliléen.
IV.C.1)L’accélérationd’entraînementestégaleà:

#»
ae=ÿ

#»
ey=−y0ω

2
cosωt

#»
ey.Onen

déduitquelaforced’inertied’entraînementquis’exercesurlatigeOAs’écritcommesuit:
#»

fie=−m
#»
ae=mω

2
y0cosωt

#»
ey.(IV.45)

LemomentdecetteforceparrapportaupointOs’écrit:

#  »

MO(
#»

fie)=
#      »

OM∧
#»

fie=mby0w
2
cosωtcosθ

#»
ez.(IV.46)

VuqueleréférentielRestaniméd’unmouvementdetranslationparrapportauréférentiel
dulaboratoire,laforcedeCoriolisestnulle.Ilenestdoncdemêmepoursonmomentpar
rapportaupointO.
IV.C.2)LethéorèmedumomentcinétiqueappliquéàlatigedansleréférentielR,s’écrit:

d
#»

LO

dt
=

#  »

MO(m
#»
g)+

#  »

MO(
#»

fie)+
#  »

MO(
#»

F)+
#»

Γ.(IV.47)

Enprojetantlarelationprécédentesurl’axeOz,onobtientlarelationsuivante:

mb
2
θ̈=−mbgcosθ+mby0ω

2
cosωtcosθ+ka

2
sin(θB−θ)hθ̇,(IV.48)

ouencore:
θ̈+2λω0θ̇+ω

2
0sinθ=

y0
b
ω

2
cosθcosωt,(IV.49)

oùω
2
0=

g
btanθBet2λω0=

h
mb

2.
IV.C.3)Dansl’hypothèseoùθ�1,larelationIV.49peutêtrelinéarisée:

θ̈+2λω0θ̇+ω
2
0θ=

y0
b
ω

2
cosωt.(IV.50)

Pourtrouverl’amplitudedesoscillationsenrégimesinusoïdalétabli,onutiliselesreprésen-
tationscomplexes.Àunegrandeursinusoïdaleθ(t)=θ0cos(ωt−ϕ),onassocielareprésen-
tationcomplexeθ=θ0exp(jωt)oùl’amplitudecomplexeθ0s’écrit:θ0=θ0exp(−jϕ).À
larelationIV.50,corresponduneéquationalgébriquedansC:

−ω
2
θ0+2jλωω0θ0+ω

2
0θ0=

y0
b
ω

2
.(IV.51)

Onendéduitl’expressiondeθ0:

θ0=
y0
b

ω
2

ω2
0−ω2+2jλωω0

.(IV.52)

L’amplitudeθ0desoscillationscorrespondaumoduledeθ0:

θ0=
y0
b

ω
2

√

(ω2
0−ω2)2

+4λ2ω2ω2
0

.(IV.53)
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IV.C.4)Posonsx=ω/ω0,ilvientalors:

bθ0
y0

=
1

√

(

1
x
2−1

)

2
+

4λ
2

x
2

.(IV.54)

Posonsf(X)=
(

1
X−1

)

2
+4

λ
2

X.Lorsque
bθ0

y0estmaximum,f(X)estminimum.Endéri-
vantf(X),ontrouvequeleminimumestobtenupourX=

1
1−2λ

2,soitpourx=
1 √

1−2λ
2.

Commeλ�1,ilvient:x≈1+λ
2
,soitω=ω0

(

1+λ
2
)

.Ontrouvealorsque:
bθ0max

y0≈
1
2λ.

Pourtrouverl’acuitéAdelarésonance,écrivonsque:

θ

θ0max
=

2λx
2

√

(1−x2)2
+4λ2x2

.(IV.55)

Oncherchelesdeuxvaleursdextellesque
θ

θ0max=
1√
2.Celarevientàrésoudrel’équation:

1
√

(1−x2)2
+4λ2x2

=
1

√
8λ2x4

,

d’oùl’équationbicarréesuivanteàrésoudre:(1−8λ
2
)x

4
+(4λ

2
−2)x

2
+1=0.Les

deuxracinessont:
1−2λ

2
−2λ

√
1+λ

2

1−8λ
2et

1−2λ
2
+2λ

√
1+λ

2

1−8λ
2.Aupremierordreenλ,onobtient:

x1=1−λetx2=1+λ.L’acuitéAdelarésonanceestalorsA=x2−x1=2λ.

IV.C.5)Lecomportementasymptotiquedebθ/y0estlesuivant:

•x�1:
bθ
y0∼x

2
;

•x�1:
bθ
y0∼1.

Legrapheci-dessousesttracépourλ=0,1.Onaaussireprésentél’asymptote
bθ
y0=1.

012345
0

1

2

3

4

5

bθ
y0

x

IV.C.6)Onconstatequepourdespulsationsd’excitationlargementsupérieuresàlapulsa-
tionpropreω0,l’amplitudedesoscillationsdelatigeestl’imagedel’amplituded’oscillation
dusupport.Sil’onconsidèrecedispositifcommeunfiltremécanique,onpeutlequalifierde
passe-haut.Cesystèmeestunsismographe(sismographedeLaCoste).
IV.C.7)Pourobtenirlarésonancedelatigeàlafréquencef,ilfautque2πf=ωrés=
ω0(1+λ

2
).Onendéduit:4π

2
f

2
≈

g
btanθB(1+2λ

2
)(λ�1).Onpeutdoncchoisirl’angle

θBpoursatisfairecettecondition:

tanθB=
g

4π2bf2(1+2λ
2
).

L’applicationnumériqueconduità:θB=1,57rad,soitquasiment90degrés2.L’amplitude
maximaleθ0maxestalorségaleà0,05radsoit2,9o.

2.Cecidit,onnepeutpaschoisirθBindépendammentdeb(voirrelationIV.44)...Celasignifiequelavaleurdelamasse,laraideuroulalongueurduressortdoiventaussiêtreconvenablementchoisies.Enfait,pourunressortdonné,le
seulchoixdebpermetderéglerλ,θBetfinalementf.Maisl’énoncénesembleguèrepousserlecandidatàenvisagercettesolutionpuisquebestdonnéetlesparamètresduressortrestentinconnus.
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