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Préliminaires
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2.a. D’après le théorème d’équipartition de l’énergie, à chaque degré de liberté est associée l’énergie : 
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 d’où l’énergie cinétique moyenne à une dimension : 
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2.b. L’élargissement des raies spectrales par effet Doppler permet d’accéder à l’ordre de grandeur de 
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est la vitesse radiale, la formule classique de l’effet Doppler donne la variation relative de fréquence : 
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 ; en prenant 
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, en ordre de grandeur, la largeur spectrale d’une raie est : 
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La largeur à mi-hauteur en théorie statistique de Maxwell-Boltzmann est :  
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3. 
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 ; d’après le théorème de Gauss appliqué à la sphère de rayon R : 
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4. D’après 1. et 2. : 
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5. Entre les cylindres de rayons r et r ( dr :
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 ; la densité surfacique 
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I. Déviation gravitationnelle
I.A.1.a.  
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I.A.1.b. La force gravitationnelle qui agit sur la masse réduite est la force d’interaction entre m et M  
[image: image32.wmf]2
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, la force est centrale, la trajectoire est plane ; dans le référentiel barycentrique des masses, la trajectoire de la masse réduite est une branche d’hyperbole dont G, centre d’inertie des masses, est un foyer, enveloppant G ; le paramètre d’impact b est la distance entre G et la première asymptote (Fig. 1).
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	Fig. 1


 I.A.2. Conservation du moment cinétique 
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 et conservation de l’énergie mécanique  
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I.A.3. La trajectoire est une ellipse dont un foyer est G si 
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 (|e| < 1), une parabole de foyer G si 
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 (|e|  1), une branche d’hyperbole enveloppante si 
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 (|e| > 1) (Fig. 2).
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	Fig. 2


Un cas particulier de trajectoire elliptique est un cercle de centre G, de vitesse 
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 ; la vitesse de libération (trajectoire parabolique, 
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. Si v1 (vitesse au sommet des ellipses) est inférieure à vc, l’ellipse a son foyer gauche en G ; si 
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, son foyer droit est en G.
I.A.4. 
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I.A.5. Méthode 1 : en projetant 
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sur y’y, axe focal, opposé à l’axe polaire yy’, avec 
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 ; en intégrant en t avec 
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Méthode 2 : 
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 (voir méthode rapide en III.4.b). 
I.B.1. La lumière est faite de particules de masse 
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, les photons de vitesse c ; l’angle de déflection d’un rayon lumineux par une masse gravitationnelle s’obtient en remplaçant v0 par c dans la formule qui ne fait pas intervenir 
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 et devrait donc rester valable (ce qui n’est pas le cas) si 
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La déflection est maximale pour un rayon rasant l’objet sphérique de rayon R : 
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 d’où :
	
	pomme
	Terre
	soleil
	Galaxie
	Amas

	M(kg)
	2.10-1
	6.1024
	2.1030
	2.1040
	2.1044

	R(m)
	5.10-2
	6,4.106
	6,95.108
	1018
	5.1022
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Les meilleurs objets sont dans l’ordre décroissant : une galaxie, un amas de galaxie, le soleil. La terre ou une pomme ne permettent pas la mesure.
I.B.2. Pour le soleil, avec la formule de la théorie de la relativité générale : 
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à comparer à 1,98 ( 0,16 et 1,61 ( 0,40 ; le résultat théorique n’est pas dans la marge d’erreur (de peu) de la première mesure ; le résultat théorique est compris dans la marge d’erreur (nettement plus élevée) du second résultat ; on peut dire que ces mesures sont un test positif de la relativité générale (le premier historiquement). Les mesures se font pour des rayons lumineux issus d’une étoile lointaine et rasant le soleil, par occultation limite de l’étoile par le soleil ; pour voir l’étoile et ne pas être aveuglé, la mesure doit se faire lors d’une éclipse totale du soleil ; elles sont rares et localisées dans des zones géographiques précises : il a donc fallu aller en Afrique et au Brésil, lieux d’observation d’une éclipse totale de soleil, au moment des mesures.
II. Cas d’un déflecteur ponctuel

II.A.1. 
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  ( HD quasi perpendiculaire à la ligne de visée ODz. De ce fait : 
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 ; d’après la formule donnant le rayon d’Einstein dans laquelle on remplace 4GM/c2 par 
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II.A.2. 
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 car DH est très faible devant SH et SD ; d’après la relation métrique, valable pour un triangle quelconque : 
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, appliquée au triangle OSH, pour les angles 
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II.A.3. En éliminant le rapport des deux longueurs dans les relations précédentes et en simplifiant par 
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Une étude attentive montre que la relation est valable algébriquement. Pour un angle 
[image: image92.wmf]s

q

donné, il existe seulement deux rayons lumineux du plan ODS parvenant à l’observateur ; en variant l’angle 
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, on conçoit que l’on observe deux images de part et d’autre de la source à des distances angulaires différentes.
II.A.4. Si 
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 est constant : l’image est circulaire d’axe ODS, de rayon angulaire 
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 soit le rayon d’Einstein, la symétrie de révolution autour de la ligne ODS étant ainsi respectée.
II.B.1. Les images apparentes et la source sont supposées à la même distance r de l’observateur, sur le fond du ciel ; d’après l’expression de l’angle solide élémentaire sous lequel est vu un élément de surface normal à la direction de visée, à la distance r de l’observateur 
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, le rapport de la surface d’une image à celle de la source est égal au rapport des angles solides sous lesquels l’observateur les voit ; l’amplification d’une image est  
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 ; en coordonnées sphériques 
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 (valeur absolue car les angles ou leur variation n’ont pas forcément le même signe).
II.B.2. En posant : 
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II.B.3. L’amplification totale met en jeu la somme des deux surfaces apparentes des images et est somme de leurs amplifications : 
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La fonction 
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 est impaire ; on se limite au cas u positif ; 
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(asymptote confondue avec l’axe des ordonnées ; la fonction est alors équivalente à 1/u ; 
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 (asymptote parallèle à l’axe des abscisses d’ordonnée 1), 
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(asymptote confondue avec l’axe des abscisses) ; en fait dès que u est supérieur à 2, l’image – disparaît et l’image ( n’est plus amplifiée (Fig. 3).
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	Fig. 3


II .C Pour avoir amplification et espérer observer les images d’étoiles lointaines (d’intensité apparente faible), il faut 
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 ; les images sont très lumineuses si 
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III. Équivalent optique d’une lentille gravitationnelle
III.1. D’après la loi de Descartes relative à la réfraction, pour les petits angles : 
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De plus, la différence entre angles de réfraction et d’incidence est l’angle de déflection : 
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III.2. Avec le schéma du texte, l’on a : 
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III.3.a. La masse déflectrice étant à l’origine O, le paramètre d’impact est x d’où :
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	[image: image127.wmf]
	Fig. 4


Il s’agit d’une exponentielle décroissante ; x passe de x0 sur l’axe des ordonnées à l’infini quand y tend vers l’infini ; il faut donc la tronquer au centre. De plus, pour y nul, l’ordonnée x devient très grande : il faut limiter la lentille sur les bords (Fig. 4).

III.3.b.  Avec x1 ( 0,14 m, x2 ( 0,01 m, y1 ( 0,01 m, y2 ( ymax : 
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III.4.a. Le rayon lumineux se propage quasi parallèlement à la distance r de l’axe z’z ; si les masses ne sont pas situées sur l’axe z’z, il faut les prendre dans le même plan méridien pour pouvoir ajouter les déflections ; pour la masse Mi à la distance xi de z’z, l’angle de déflection est 
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. Il ne dépend pas de la coordonnée zi de la masse. Si les masses sont sur z’z :  
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III.4.b. On suppose que le rayon lumineux traverse la masse et n’est pas totalement absorbé. On se place dans l’approximation rayon lumineux quasi rectiligne de moins à plus l’infini, à la distance r de l’axe z’z. Soit un cylindre de section droite circulaire d’axe z’z de rayon r limité en z à des distances très supérieures au rayon de la distribution sphérique ; le flux du champ gravitationnel 
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 la masse interne au cylindre, d’après le théorème de Gauss appliqué au cylindre, le flux du champ radial est : 
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Par application du théorème de la quantité de mouvement en projection sur le vecteur unitaire radial dans le plan méridien de la trajectoire : 
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, en intégrant en z et en multipliant par deux pour un résultat valable en relativité générale :
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, ce qui montre que l’intégrale en z de 
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 avec 
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 distribution surfacique de masse introduite dans les préliminaires. Toute distribution de masse dans le cylindre de rayon r respectant la symétrie de révolution, de masse totale 
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 convient, par exemple une distribution linéique de masses sur z’z ; les déflections dues à chaque masse élémentaire s’ajoutent ; en factorisant 4G/c2r, on retrouve la valeur de 
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 précédente.  
III.4.c. L’énoncé comporte une erreur de notation ; il faut lire : 
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Le résultat demandé est obtenu directement dans la question précédente en utilisant ou non une distibution de masse équivalente à la distribution effective.
III.4.d. Pour une sphère isotherme : 
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 d’où 
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expression dans laquelle G ne figure pas contrairement à ce qu’indique l’énoncé.
III.4.e. A.N. : 
[image: image151.wmf]2
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III.4.f. Avec les expressions de dy/dx du III.2 et de 
[image: image153.wmf]a

 du III.4.d :
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Il s’agit de l’équation d’une droite affine dans un plan méridien : la face de sortie est un cône de révolution d’axe y’y.
III.5. 
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 ; la densité surfacique est uniforme 
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En F, l’observateur voit un disque lumineux (et non un anneau) dont le rayon angulaire est 
[image: image158.wmf]a

.
Remarque : dans les applications numériques, l’énoncé impose 
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 ; or exactement, d’après la définition du mètre : 
[image: image160.wmf]1
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 que l’on doit arrondir, si l’on veut garder trois chiffres significatifs, à 
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