CENTRALE-SUPELEC 2004 - PHYSIQUE-CHIMIE - MP
Partie I - Déplacement d’un ion en solution sous 1’action d’un champ électrique statique

I.A.1. Dans le référentiel d’étude supposé galiléen, 'ion de charge ¢i et de masse my, est soumis aux forces suivantes :
— la force de Lorentz qu;
— la force de freinage dite de Stokes —67mnr g Uk ;

— le poids dont la norme est trés faible par rapport & la force de Lorentz et que I'on négligera.

L’application de la relation fondamentale de la dynamique méne & ’équation différentielle ddig“ + %kﬁk = T‘;—’lEﬁ avec
T = F?#}I qui se résout en :
t = M
U, (t)fqilc l—exp(—— | ) E| avec |7 & —F—
6Tk Tk 6Tk
-, Tl
I.A.2. D’aprés la question précédente, lim vy (t) = g=—F donc | uy, = 9x| = |G|
t—oco T H k 67N HEK mp
UNaMm UNa M,
I.A.3. Numériquement : | 7ny = Na™Na — “Na7Na _ 1,24 x 1075
|gNal gNa

La principale erreur dans cette question consiste & omettre de convertir les g - mol~! en kg - mol~*.

I.A.4. L’ordre de grandeur de la distance attendue est le produit de la mobilité et du temps caractéristique : numéri-
quement de l'ordre de 102! m...]a taille caractéristique d’une molécule étant de 107'° m, on peut considérer que la
vitesse limite dans un champ électrique de 1 V- m~! est instantanément atteinte.

I.B.1. Li : 1s22s! donc |LitT : 152

Na : 1522522p%3s! donc | Na™ : 15225%2p

K :15%22522p%3523p%4s' donc | KT 1522522p63523p6‘

Ces éléments appartiennent a la famille des alcalins (premiére période de la classification périodique). En descendant

le long de cette colonne, les rayons ioniques augmentent.

I.B.2. De la remarque de la question précédente, on trouve immédiatement : Li" : 59 pm, Na® : 102 pm, K : 138
pm, Rb" : 149 pm, Cs " : 167 pm.

1.B.3. ug, proportionnel a 7%, est donc inversement proportionnel a rg (d’aprés I.A.1). Donc si rgi et ryp étaient
proportionnels, ug serait inversement proportionnel a ry;. Or quand 77, augmente, up augmente aussi d’aprés le

tableau, d’ot 'impossibilité.

1.B.4.a. L’énergie potentielle d’un dipole électrostatique placé dans un champ électrique extérieur est £, = —p'- Eout
ce qui permet de se souvenir que le dipole a tendance & s’aligner parallélement et dans le méme sens que Eewt afin de

minimiser son énergie potentielle. On obtient le schéma ci-dessous :

I.B.4.b. La charge des ions Li" et K étant identique, comme le rayon ionique de I'ion K est plus grand que celui

de Li", le champ électrique (dont la valeur est ce que l'on démontre aisément avec le théoréme de Gauss) a

47T€0R2
la surface de K" est plus faible qu’a celle de Li" .

I.B.4.c. Le champ électrique a la surface de Li" étant supérieur a celui & la surface de K, il est solvaté par davantage de
molécules d’eau : son rayon hydrodynamique peut donc étre plus élevé que celui de K, et donc sa mobilité plus faible,
conformément aux résultats du tableau. Ainsi, lorsque le rayon ionique décroit, le rayon hydrodynamique

croit.
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I.C. On utilise la relation ] =Y npqpTi ol ; désigne le vecteur densité volumique de courant et ny la densité volumique
=ZKq

de porteurs de charges de type k. Compte tenu des notations de 1’énoncé, j => nr “qk Uk que 'on peut
~—~ ~—

=ckNa :signe(zk)ugﬁ

écrire | j = vE | avec |y = Z |2k ler A | ott | AL £ g, ul)
~—

A

Partie II - Résistance d’une cellule de mesure

I1.A. D’aprés I’expression de vy obtenue & la question I.C., on trouve

7 = o (\(KH) + X(CI)) = 15,0 x 102 0 !

Vous prendrez garde que pour réaliser 'application numeérique, il faut adopter les unités idoines : ¢g = 1,0 X
1072 mol-L=' = 1,0 x 10! mol - m~3

M
II.B. 1l s’agit de 1’équation de Poisson AV (M) = ,M’ qui compte-tenu de la neutralité locale de la solution,
E0Er
devient ’équation de Laplace :
AV(M)=0

I1.C. Compte tenu de la loi locale d’Ohm (; = VE_"), les lignes de courant électrique sont confondues avec les lignes de

champ électrostatique.

dzv
II.D.1. Comme V ne dépend que de x, I’équation de Laplace se simplifie en Fri 0 qui, compte tenu des conditions
X
initiales, se résout ainsi :

Uy
Vi) =—
(r) = =
LA — = Uop _, ) . . )
Ensuite, F = —gradV donne | E = ——¢, | : le champ électrostatique est uniforme entre les deux électrodes planes
a

paralléles.

I1.D.2. En régime stationnaire, le vecteur densité volumique de courant est & flux conservatif. On peut calculer
Vintensité I du courant a travers n’importe quelle section : I = [f, < j (M).dS(—u) (le signe - dans —u, provient
de l'orientation du courant).

U
I:'yzOS

U
I1.D.3. On définit la résistance de la cellule par R.q; £ TO et de la question précédente, il vient | Reeyp = ’y_ (cf.

cours).

I1.D.4. On trouve | Reey = 6,7 x 10% Q

Partie III - Réponse d’une cellule & un échelon de tension : modéle de Helmholtz

III.A. Sous leffet du champ électrique créé par les électrodes, les cations se dirigent vers ’électrode de potentiel —%
(et de charge surfacique —o), les anions vers I’électrode de potentiel % (et de charge surfacique o) : ils s’accumulent

comme l'indique I’énoncé, sur les PHE correspondants.
-, — dv
La relation F = —gradV = ———¢€, permet d’obtenir le champ électrique dont la composante selon €, est 'opposé de

X
la pente de la courbe z — V(xc% On remarque que :
2

d
— la fonction  — V(z) est affine par morceaux (conformément & ——- = 0). Il s’en suit que x — E(x) est constante

par morceaux dans chacun des trois domaines [—%; -5+ e], [—% +e5 — e] et [% — € —%} ;
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— la fonction x — V() est impaire ce qui était attendu car le plan = 0 constitue un plan d’antisymétrie des sources,
il s’en suit que la fonction 2 — FE(x) sera paire;
— le champ est moins intense dans le domaine central [—% +e 5 — e} que dans les autres domaines : les PHE produisent

un effet d’écrantage des charges portées par les électrodes dans le domaine qu’ils délimitent ;

Mes honorables éléves me pardonneront ... mais j’ai passé 1’age de représenter des lignes de champ paralléles a I'axe x

et orientées selon —é,.

ITL.B. cf. cours : considérons une surface sur laquelle sont réparties des charges avec la densité o(M,t). Soit M un
point de cette surface. On note M; (respectivement Ms) un point infiniment proche de M mais situé dans le milieu
O (respectivement [0). Le vecteur 71,2 désigne le vecteur unitaire orthogonal a la surface en M et allant de O vers
0

— la composante tangentielle du champ électrique est toujours continue (relation (1)).

— en présence de charges surfaciques, la composante normale du champ électrique est discontinue (relation (2)).

th(M, t) = B1,15(]\47 t) (1) o(M,t) _

Eon(M,t) = E1 (M, 1) = %ﬁw @ (7 Ea(M.0) ~ E1(M1) = coer 7
0cr

III.C. On a déja signalé dans la question ITI. A. que le champ électrique était constant dans chacun des trois domaines.

e Dans le domaine ]—%; -5+ e[, on exploite la relation de passage au voisinage de 1’électrode métallique E(%a+) -

= —a~ -0 - a a -
E(— )= €, donc Eace}——;———i—e[: €,
(2) €0y ( 27 2 ) €0Er
=0
e Dans le domaine }f% +e g — e[, on exploite la relation de passage au voisinage du PHE situé¢ en x = -5 + e
- = a _ o1 - a a o1 —0
E(-24et)—E(—=+4+e7 )= €, donc E:L'E}*—+€;—7€ = €
(=3 ) ( 2 ) €0Er ( 2 2 ) cor
——
—0
= €
E0Er
e Dans le domaine ] 5—€3 [, on peut soit utiliser la relation de passage au voisinage du PHE situé en x = 5 — e, soit
- a a —0
utiliser la parité de la fonction  — E(z) et conclure que | E(z € } 3~ e; 5 {) = €
E0Er
ITIL.D. On fait circuler le champ électrostatique entre les plans d’abscisse x = —5 et =0 :
U 0 0 0 —a/2+e 0
0 / dv = / ~E(2).dM = / —BE(z).dx = / — B(z) .dz + / — E(z).dz
2 ~—— ~——
—a/2 —a/2 —a/2 —a/2 _Eé%Z —a/2+e g1—-0
eQer
: U, o g—o a : Ub ga 01 a
Finalement 5 = —Z-e + 1 (5 - e) soit | — = — (— — )
coer coer 2 2e0e,  €0Er \2
. . o dQ - -
III.E. Faisons un bilan de charge sur une surface S du PHE situé¢ en v = —5 + ¢ : o = (x=-%+e")S- €
do S
soit d; = —yE(x = —§ +€1)S. En divisant par S et en remplagant E(z = —§ + e™) par sa valeur (cf. question
. doy o1 —0 . .
ITI1.C.), on obtient i — . Enfin, on exploite la question ITI.D., pour conclure :
E0Er
dOi 01 VL% agQEr
— 4+ —=-— avec |T=——
dt T a 2ey

IT1.F. I’énoncé impose le modéle suivant : la cellule conductimétrique serait ’association série d’un résistor de résis-

tance Ree; et de deux condensateurs de capacité Cy.. On sait que I’ensemble est équivalent & ’association série d’un

. . . ReennCy
résistor de résistance Ree; et d'un condensateur de capacité Cy./2 : la constante de temps 7 sera donc 7 = Lo e

Compte tenu de l'expression de R.¢; obtenue a la question I1.D.3. et de celle de 7 obtenue a la question ITL.E., on
obtient :

goerS

Chc::

e
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On retrouve l'expression de la capacité du condensateur plan (en l’absence d’effets de bord) dont les armatures de

surface S sont distantes de e.

ITL.F. L’application numérique meéne a | C' = 73 uF | ce qui est une forte valeur (on travaille au laboratoire avec des
capacités comprises entre le nF et le uF).

Partie IV - Accumulation des charges au voisinage d’une électrode

qV
IV.A.1. p = qcy — qe— soit | p = —2qcosh (k: T)

a2V 2 \%4
IV.A.2. L’équation de Poisson s’écrit alors | — = 490 o, (q_)

dz? e, kgT

IV.A.3. L’énoncé n’est pas trés clair concernant la géométrie du probléme : on supposera que ’électrolyte s’étend

dv 1d [dv
entre —oo et g On multiplie les deux membres de 1’équation précédente par T pour obtenir —— (—) =
x

2dx \ dx
2cokpT d qV
Z0MB- © (en (22
€oer dx kT

On intégre alors cette derniére équation entre —oo et x :

(5 0~ () ] - 222 o () - (57

e L’énoncé imposait lim V(xz) = 0 mais le résultat de la question IV.A.1. permet de démontrer cette «hypothésey.
r—r—00

1
2

La neutralité totale du systéme {électrode de surface S - électrolyte en regard} impose que lim p(x) = 0 car si tel
r—r—00

n’était pas le cas, la charge de ’électrolyte contenu dans le cylindre de section S divergerait et donc la charge portée

par le conducteur aussi. Il s’en suit que nécessairement | lim V(z) =0}
Tr——00

e Le champ électrique E(x) croit de —oo & 0 compte-tenu du résultat précédent. L'énergie électrostatique U, contenu

a . - . . av
dans un cylindre de section S: U, = S [ 7;2) 202 B2 (x)da divergerasi lim  E(z) # 0 donc nécessairement| lim —(z) =0
T—r—00

On obtient bien :

z——o0 dT
1 /dv\® 2c0kpT qV
- (= =20 len (=) -1
2 (dx) (@) €0Er [C (kBT

IV.A.4. On applique le résultat précédent en x = g :

dVv a cokpT qUp
= =24/ —— |ch|— ) -1
H H (dl’ 2 ) \/ E0Er |:C <kBT> :|

=1,38x10—23

k T
CO N =300
Application numérique : Hﬁ (%) ’ =2 :1’00“072“03“’0;3;23 [ch (;jBL"T) — 1} =1,0x10°V-m™!

=8,85x10—12 x83
Le champ électrique exercé par le proton sur 1’électron dans I'atome d’hydrogéne est :
q 1,6 x 10719

= = — 5 1 1011 V . —1
47T50T2 41 x 8,85 x 1012 x 0, 532 % 10—20 , 1 X m

Le champ électrique au voisinage des électrodes est donc intense mais de deux ordres de grandeur inférieur & celui
exercé par le proton sur I’électron dans un atome d’hydrogéne. S’il ne permet pas la séparation de 1’électron et du
proton d'un atome d’hydrogéne se trouvant a proximité de ’électrode, on comprend cependant que les molécules d’eau
puissent s’orienter, leur moment dipolaire étant perpendiculaire & la surface de I’électrode comme envisagé dans le

modéle d’Helmholtz.
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IV.A.5. 1l faut calculer I'intégrale

a/2 a/2 2y av1/? v ra
dsol = S/_Oo p($)d$ , = SEQET /_OO Wdl’ = SE()ET [%] . = SE()ET% (5)
cf. équation de Poisson

£€0€ kT

L'expression de V'(z) se déduit de la réponse a la question IV.A.3. : V/(z) = i2\/ cokpT [ch (ﬂ) — 1}. L’indéter-

mination sur le signe se 1éve ainsi : la réponse a la question IV.A.2. a montré que V" (z) > 0 donc x — V'(z) est

T——00 d.I' EoEr I{?BT

reste des calculs se fait sans mystére...a ceci prés qu'il faut savoir que ch(X) — 1 = 2sh?(X/2). On obtient :

d kT
croissante mais comme lim —V(z) = 0, il vient V'(z) > 0 de sorte que V'(z) = 2 SLIEE [ch (ﬂ) - 1} Le

oot = 25\/2kBTCo€o€Tsh< qUo )

4kpT
= a = at
IV.A.6. La relation de passage évoquée a la question IIL.B. s’écrit E(z = 7) — E(x = ?) =— €, c'est-a-dire
E0Er

dVv
—_— (2) — . On calcule alors gejec = 0S pour obtenir :
dr \2 E0Er

Gotes = 25\/2kBTCo€o€Tsh< qUo )

4kpT

Par bonheur ¢so; + getec = 0 : la neutralité de ensemble {électrode de surface S - électrolyte en regard} est assurée.
Il aurait, bien-entendu, été plus simple de réaliser le calcul de la question IV.A.6. et affirmer la relation traduisant la

neutralité pour répondre a la question IV.A.5. mais cela ne semble pas I'esprit de ’énoncé.

IV.A.7. On utilise directement le résultat de la question précédente :
dQelec CoENEr qU()
Cayn = =qS h
W= Tat, P\ 2T \ Gk T

IV.B.1. On réalise la régression linéaire 1/Cgy, en fonction de 1/,/¢g. On obtient le carré du coefficient de corrélation

proche de 1 : . Ainsi, les résultats expérimentaux s’accordent donc avec une relation du type

1 B
=A+—=ou[A=35m’ F'|et|B=0412mol”" L% . F ' m?|
Cdc v €o

IV.B.2. La partie IIT a révélé que 'ensemble {PHE - électrode } se comportait comme un condensateur de capacité

Cq4c- Dans cette partie IV, on a montré que I’électrode en présence de la solution électrolytique se comporte comme

un condensateur de capacité dynamique Cgyy, : la superposition des deux modeéles -si elle est légitime !~ fait donc

B
apparaitre la mise en série de deux condensateurs dont les inverses des capacités seraient A et \/—_
Co

Partie V - Application de la conductimétrie en chimie

V.A. On considére les équations de réaction suivantes :

— + — o
NaCl(S) = Na(g) + Cl(g) At H°(NaCl)
Nafy =Nal, ~— ApyaH°(Na™)
Cly) =Clhy  AnaH°(Cl7)

Leur somme méne & 1’équation de la dissolution. La loi de Hess méne donc & :

Agiss H (NaCl) =N, ot H® (NaCl) + Ahdeo (Na"') + Ahdeo (Cl 7)

1. Cela ne me parait pas évident de prime abord.

renaud.skrzypek@prepas.org 5



AdissHo (NaCL 298 K) = —7TkJ. molfl

On obtient une valeur faible pour l'enthalpie de dissociation de ce sel, mais légérement négative : cette réaction est

faiblement exothermique.?

1
V.B.1l.a. La loi de Hess s’écrit : A, H°(298 K) = Ay H°(H, (g)) + §AfH°(O2 (g)) — AfHO(HQO(Z)).

A, H°(298 K) = 285,58 kJ - mol ™+

Cette réaction est donc endothermique.

1
V.B.1.b. De méme, A,5°(208 K) = 5°(H, (,)) + 55°(0 ) — 5°(H,0,).

g)

A,S°(298 K) = 163,00 J - mol ™' - K~*

A,5°(298 K) > 0 en accord avec une augmentation du désordre par création d’espéces gazeuses.

V.B.1.c. On utilise A, G°(T) = A H°(T) — TA,.S°(T) ce qui méne a|A,G°(298 K) = 237,01 kJ - mol ™!

P(H . P(O 1/2
A=—A,G°— RT'InQ ot 'on calcule Q = (Hy ) - P(Oyy))
a(HQO(e))

=1 de sorte que

A(298 K) = —A,G°(298 K) = —237,01 kJ - mol™*

A(298 K) < 0 : I'eau est donc une molécule stable a la température considérée.

V.B.2.a. L’électrode 1 de gauche est la cathode (pdle @) : %O

L’électrode 2 de droite est 'anode (pole ©) : 2HO(;Ol

2(g) TH2O( +2e” =2HO(,,

)+H2(g) = 2H2O(l) +2e”

D’ou le bilan : %02 @ T H = HQO(E) et nécessairement | E° £ Fy — Fs |.

2(g)

AG°
n
géne, de potentiel nul par convention, d’ou E° = E° (O3/H30) — 0

V.B.2.b.|E° = = 1,23V = E° (0O3/H0) | : en effet, 1'électrode 2 de droite est 1'électrode standard a hydro-

V.C.1.a. La conductivité doit varier de maniére significative au cours du dosage :
— au moins un des réactants doit étre ionique ;

— produits et réactifs doivent avoir des conductivités molaires différentes.

V.C.1.b.i. ¢ Pour 0 < v < ve; = 12,5 mL, Pacide fort est dosé : H;0 7 +HO ~ = 2H,0. Lion H;O " est remplacé
par I’ion Na ", beaucoup moins mobile, la conductivité décroit.

e Pour ve; = 12,5 mL < v < vea = 30 mL, 'acide faible est dosé : AcOH+ HO = = AcO ~ + H,O. Il y a apparition
de AcO ~ et Na ' en solution : la conductivité augmente.

e Pour v > v, = 30 mL : on ajoute Na™ et HO ~ en solution. Comme HO ~ est plus mobile que AcO ~, la conductivité
augmente plus vite que dans le domaine précédent.

Les ruptures de pente correspondent aux équivalences.

V.C.1.b.ii. La premiére équivalence, obtenue lors du dosage de ’acide fort, entraine un faible saut de pH, mal défini
sur la courbe de dosage pH-métrique. Au contraire, elle conduit & une inversion de la pente trés nette sur la courbe
de dosage conductimétrique. En revanche, le second saut de pH, trés visible, entraine une rupture moins évidente de
la pente de courbe conductimétrique.

Afin de repérer les deux équivalences avec une bonne précision, I'idéal est, comme dans cet exemple, de coupler les
deux techniques pour suivre le dosage. Toutefois, si 'on n’en a qu’une & disposition, il faut privilégier la méthode

conductimétrique : c’est la seule qui permette d’observer les deux équivalences.

A pH=1,6, 'acide faible est trés peu dissocié : on néglige les ions oxonium H;0 (Z ) qu’il apporte dans la solution. Par

conséquent, | ¢(HCI) = [HBO(:q)} = 10"PH | Application numérique : | ¢(HCl) = 2,5 x 1072 mol - L™!

2. En réalité la dissolution de NaCl est légérement endothermique : la dissolution du sel de cuisine est plus facile dans de ’eau chaude.
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V.C.1.b.iii. | C(AcOH) = C(HO_)M = 3,5.10%mol.L ™" | A la deuxiéme demi-équivalence (v ~ 21 mL), on
Vo

mesure pH ~ 4, d’ot | pK,(AcOH/AcO ™) ~

V.C.2.a. L’ion HO ~ est peu a peu remplacé par I'ion AcO ~, moins mobile, donc la conductivité diminue. Au bout

d’un temps infini, en supposant la réaction totale, il reste en solution les ions Na ™ et AcO ~ a concentration c;.

V.C.2.b. On note x 'avancement volumique de la réaction. Un tableau d’avancement permettrait d’établir : [AcO ~] =
xz, [HO 7] =¢; — .

At =0 v = ch (Na+) + ¢ido (HO_); At = 00 Yoo = CiNp (Na+) + ¢iho (AcO™) et a t quelconque v =
ciMo (NaJr) + 2 (AcO™) + (¢; —x) No (HOf) soit

C; — T

Yo

T
Y= "o +
C

7 4

V.C.2.c. La loi de vitesse s’écrit ((li—f = ke (¢; — ,7:)2. La résolution conduit a

1 1
— = =kt
Ci — X% C;

Or, d’aprés V.C.2.b., x = 7” Wf; ¢;, ce qui conduit & 7 ”‘iy = kecit.
oo

Le graphe de J_Z[i, en fonction de ¢ doit donc étre une droite, dont le coefficient directeur est k.c;.

V.D.1. Les seuls ions présents dans leau pure sont ceux produits de la réaction d’autoprotolyse : [H;OT] =
[HO_} = VK. = 1077 mol-L™! = 10™* mol-m™3 & 298 K. La conductivité de l’eau pure vaut donc v =
[H,0%] [)\O(H3O+) + AO(HOf)] L’application numérique méne a [y =5,5x 1075 S - m™1 ‘

V.D.2. Si on suppose que cette eau distillée ne contient que les ions issus de I’autoprotolyse, en méme concentration
¢, v = ¢[A(H50%) + A(HO7)| qui conduit & ¢ = 2,7 x 107% mol -m™ = 2,7 x 107% mol - L™* ce qui conduit a
valeur fausse & 298 K : il y a d’autres ions en solution dans l'eau distillée (notamment HCO; , et les ions
H;0" et HO™ ne sont pas en méme concentration).

V.D.3.a. L’anode (podle ©) est 'électrode de Pt : H, @ T2H0 = 2H3O+aq) +2e”

La cathode (podle @) est 'électrode de Ag : AgCl(s) +e = Ag( )+ Cl(aq)

V.D.3.b. Dans les questions suivantes, on note oo = 0,059 V et C° = 1 mol - L1,

RT co
o —+ i
Eanode = F (H3O /HQ) + In C Co

RT K C’O C°
Ecathode = E° (Ag™ /Ag) + —1 o = E° (Ag*/Ag) + alog K, + ozlogg

= E° (H30"/H) + alog

By = B° (Ag"/Ag) + alog K, — E° (H;0" /H) — 2alog = = 0,576 V

V.D.3.c. L’anode (pole ©) est 'électrode de Pt : H, 2(e) T 2HO v =2H,0+2e"
La cathode (podle @) est 'électrode de Ag : AgCl(s) +e = Ag( ) + Cl

(aq)
V.D.3.d. RT K. Co K.Co
Eanode =FE° (H30+/H2) + —1 - =FE° (HQ,OJF/HQ) + OélOg °
0
RT . K.,C° C°

Ecathode = E° (Ag+/Ag) + ?1 = E° (Ag+/Ag) + alOng + alOga

Ey = E° (Ag™/Ag) + alog K, — E° (HsO" /Hy) — alog K. = 1,048 V

V.D.3.e. V.D.3.e) En reliant les deux piles par leurs cathodes, on obtient une pile double de fem globale E = Es — Fj :
E=Fy,— F =

E
pKe=——2log— =14
e

C’est bien entendu la valeur attendue.
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