Corrigé de Centrale-Supélec 2004 PC PHYSIQUE I

Marées océaniques

Partie I - Théorie statique des marées

I.A - Définition de la force de marée

I.A.1) 
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 est égal au champ gravitationnel 
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 autres que la Terre, essentiellement le Soleil et le Lune.

I.A.2) Soit 
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 la projection de 
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 sur l’axe de rotation de la Terre ; 
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La composition des accélérations donne : 
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La loi fondamentale de la dynamique s’écrit : 
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, où 
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 est le champ gravitationnel de la Terre en 
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I.A.3) Le terme 
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 ne varie pas au cours du temps ; c’est le poids ; 
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  est l’accélération de la pesanteur.

Le terme 
[image: image17.wmf](

)

(

)

(

)

mGPGT

-

rr

 varie au cours du temps à cause du mouvement des astres dans 
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I.B - Calcul de la force de marée
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Démontrons l’expression donnée (calcul non demandé) de 
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 (ce qui est préférable pour la suite) :

[image: image22.wmf](

)

33

222

ˆ

2cos

ATA

A

PATA

CPkM

PATA

PATATP

PATPTATATPZ

æö

÷

ç

÷

ç

=-

÷

ç

÷

ç

èø

=-

=+-×××

uuuruur

r

uuuruur

uuur


Développons jusqu’à l’ordre 1 en 
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soit en projetant sur les axes : 
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I.B.1) Le maximum de 
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I.B.2) Ci-contre est représenté 
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 aux quatre points demandés. En module, le terme de marée est le même en 
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I.B.3) Si 
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On en déduit que 
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 (à une constante additive près).

I.B.4) 
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I.C - Modèle statique de la marée océanique

I.C.1) Selon la loi fondamentale de la statique des fluides, le gradient de la pression 
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  au point 
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est égal à la force volumique autre que celle de pression : 
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. Comme la surface de l’Océan est isobare, l’ensemble des déplacements 
[image: image49.wmf]M

d

r

 tangents à sa surface doit être tel que 
[image: image50.wmf]0

=

dp

, donc tous ces déplacements sont perpendiculaires à 
[image: image51.wmf]AT

A

gC

+

å

r

r

 : 
[image: image52.wmf]AT

A

gC

+

å

r

r

 est normal à la surface de l’Océan.

I.C.2) A la surface de l’Océan,
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si la Lune passe par le zénith.

Il y a environ deux marées hautes et deux marées basses par jour, car les astres ne se meuvent que peu en un jour dans le référentiel géocentrique, ils font environ un tour en un jour dans le référentiel terrestre et 
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I.C.3) Si 
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Le Soleil est dans le plan de l’Equateur aux équinoxes, donc les marées de vives eaux sont plus fortes à ce moment.

Partie II - Ondes de gravité dans un bassin de faible profondeur

II.A - Équations constitutives

II.A.1) L’hypothèse H - II - 8, compte tenu de 
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II.A.2) La colonne d’océan d’axe vertical, de section droite rectangulaire 
[image: image70.wmf]dxdy
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 infinitésimale s’étendant depuis le fond jusqu’à la surface libre, a pour volume 
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Le débit sortant de volume à travers ses faces parallèles à 
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 celui à travers ses faces parallèles à 
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Le volume net sortant est égal à la diminution de volume de la colonne, soit : 
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 ; d’où :
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II.A.3) Le bilan de matière pour un fluide incompressible donne 
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. Les hypothèses posées font que l’on a obtenu une autre équation. Ce paradoxe n’est qu’apparent ; il est dû à ce que l’équation 
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 est tridimensionnelle ; dans la conception tridimensionnelle, si un fluide incompressible a une sortie horizontale nette de volume, il doit avoir une entrée verticale nette de volume ; mais, dans la conception bidensionnelle, une sortie horizontale nette de volume se traduit par une diminution de 
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II.A.4)
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Projetons sur la verticale : 
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Remarque : nous avons négligé le terme de marée devant 
[image: image85.wmf]g

.

Le champ de pression peut être qualifié d’hydrostatique, car son expression en fonction de la profondeur est la même qu’en statique des fluides.

II.B - Équations de la propagation

II.B.1) On linéarise les équations pour calculer de petites variations, des petites oscillations (pendule) ou des ondes de faible amplitude (acoustique). 

II.B.2)
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 II.B.3) En ne considérant que les coordonnées horizontales : 
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 I.B.4) En dérivant 
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En dérivant 
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Ce sont des équations d’onde, ou équations de d’Alembert, de la forme 
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II.B.5) Appliquons 
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Il n’est pas étonnant que la profondeur augmente un peu quand on se dirige vers la pleine mer.

Partie III - Amplitude des ondes de marée dans une mer semi-ouverte

III.A - Résonance de marée dans une baie

III.A.1) Si la longueur est plus grande que la largeur, on peut espérer que 
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 dépend peu de 
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.

Comme l’équation des ondes est linéaire, elle est séparément vérifiée par chaque terme d’un développement en série de Fourier.

III.A.2) L’équation des ondes 
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III.A.4) 
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Les conditions aux limites sur 
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III.A.5) Il y a résonance au voisinage de 
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On vérifie bien 
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III.B - Amplitude de la marée dans une mer fermée

III.B.1) L’équation des ondes a pour solution 
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III.B.2) Les formules utilisées jusque maintenant donnent 
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 ; le bassin occidental de la Méditerranée a pour longueur 
[image: image146.wmf]4

/

l

 , d’où une marée peu importante.

La formule 
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Partie IV - Influence de la rotation de la Terre sur les marées océaniques dans un bassin limité

IV.A - Mise en équation des ondes de gravité tenant compte de la composante horizontale de la force de Coriolis

IV.A.1) La force de Coriolis s’exerçant sur une particule fluide de volume 
[image: image154.wmf]dV
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 : la composante horizontale de la force de Coriolis est perpendiculaire à la vitesse. 

La grandeur de la force de Coriolis, 
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 est indépendante de la direction de 
[image: image159.wmf]Ox

, donc la direction de 
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 ne joue pas de rôle dans la relation entre la force de Coriolis et la vitesse.

IV.A.2) L’équation d’Euler devient 
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 et sa forme linéarisée est :
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Si on projette cette équation sur la verticale, on retrouve 
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IV.A.3) On cherche une onde de marée de la forme : 
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Projetons l’équation 
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La résolution de ce système linéaire en 
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IV.A.4) Le bilan de volume de la question II.B.2 reste valable ; sa linéarisation reste valable donc l’équation (4) l’est aussi : 
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 ; d’où, en y portant les expressions de 
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, soit : 
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Formellement, si on fait 
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, on trouve l’équation résolue en III.
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L’onde n’est harmonique que si 
[image: image183.wmf]75
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, ce qui correspond à la totalité des cas réels d’application possibles.

IV.B - La solution particulière des ondes de Kelvin

IV.B.1) En 
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IV.B.2.a) 
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, où 
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La condition aux limites de IV.B.1. est également vérifiée, car 
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IV.B.2.b) Pour l’onde de Kelvin, 
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 est vrai en tout point, alors que cette condition n’est imposée que sur les rives du canal. Elle est donc possible pour tout canal de largeur et profondeur [image: image259.wmf]4
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constantes. Elle se propage avec la vitesse 
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IV.B.2.c) Les lignes d’égale amplitude (en pointillé) sont les parallèles à 
[image: image201.wmf]Ox

 ; les lignes d’égale phase (en traits pleins) sont les parallèles à 
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.

IV.B.3.a) Supposons le canal suffisamment large, situé dans l’hémisphère nord (
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) et 
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 ni trop petit, ni trop grand. Près de la rive 
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 : l’onde se propage dans le sens de 
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 ; près de la rive 
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 : l’onde se propage dans le sens contraire de 
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. Loin des rives, le marnage est beaucoup plus faible.

Dans l’hémisphère sud, les sens de propagations sont inversés, car 
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IV.B.3.b) Ne supposons pas 
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 et cherchons les lieux où le marnage est nul : 
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Séparons les parties réelles et imaginaires :

[image: image215.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

Re0expexp0oucos0

Im0expexp0ousin0

yyx

fa

ccc

yyx

fa

ccc

ggw

ggw

=Û-+×==

=Û--+×==


Si 
[image: image216.wmf]0

a

>

, la condition est 
[image: image217.wmf]2

cos0etexp

xy

a

cc

wg

æö

÷

ç

=-=

÷

ç

÷

ç

èø

, soit 
[image: image218.wmf]modulo

42

x

ll

=

 et 
[image: image219.wmf]ln

2

c

ya

g

=-

(en effet, une somme de deux exponentielles d’arguments réels ne peut être nulle) ; dans le cas de l’énoncé, 
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Ce résultat n’est pas surprenant, c’est la disposition classique des nœuds d’une onde stationnaire.

IV.B.3.c) Ne supposons pas 
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 . Le champ des vitesses est : 
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Le courant est nul si 
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Si 
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, la condition est 
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 dans le cas de l’énoncé).

En ces points, le courant est nul et l’amplitude de la marée est maximum en tant que fonction de 
[image: image228.wmf]x

 (mais elle est minimum en tant que fonction de 
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.

Aux points amphidromiques, le courant est maximum en tant que fonction de 
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 (mais il est minimum en tant que fonction de 
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. 
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IV.B.3.d) Voici un tracé plus précis que celui de la figure 5 des lignes cotidales (en trait plein, 
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) et des lignes d’égale amplitude (en pointillé) pour 
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Sur la rive 
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, pour une valeur déterminée de l’argument du 
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 est fonction croissante de 
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 : l’onde se propage dans le sens de 
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Sur la rive 
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, pour une valeur déterminée de l’argument du 
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 est fonction décroissante de 
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 : l’onde se propage dans le sens contraire de 
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.

En 
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 et 
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, la phase est indéterminée : 
[image: image250.wmf]A

 et 
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 sont de points amphidromiques. 
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 est un point de courant nul.

IV.B.3.e) Les points amphidromiques sont observables dans le canal si 
[image: image253.wmf]0
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IV.B.3.f) En Mer du Nord : on voit trois points amphidromiques, régulièrement espacés de 3° de latitude, soit 0,1 radian ou 640 km ; 
[image: image254.wmf](
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. L’onde de marée se propage sur la rive britannique dans le sens nord-sud et sur la rive scandinave dans le sens sud-nord, conformément à la théorie précédente.

Au large de l’Angleterre, l’amplitude de la marée varie de 3 m à 1 m quand on s’écarte de la côte d’une distance de 3,5° de longitude, soit environ 
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, d’où le calcul approximatif de la profondeur : 
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 ; l’ordre de grandeur est en accord avec celui du calcul précédent ; la précision est moins bonne, car l’expression théorique utilisée est approchée.

On observe aussi, dans la région du Pas de Calais, que l’amplitude de la marée croît lorsque la largeur du canal décroît.

En Manche, il y a un point amphidromique virtuel sur la terre ferme anglaise d’où divergent les lignes cotidales au niveau du Cotentin près des côtes anglaises. Ce point est distant du point amphidromique le plus proche dans la Mer du Nord de 6° de longitude, distance du même ordre que celle entre points amphidromiques dans la Mer du Nord. On verrait sur une carte plus complète que les marées sont plus fortes sur la cote du Cotentin que sur la côte anglaise située en face.

Appendice.

Voici le programme maple qui a tracé la figure 5 ; on note gamma55 la quantité 
[image: image257.wmf]/

gw

.

> restart:with(plots):

> gamma55:=evalf(2*12.4*sin(55*Pi/180)/24);

> grampl:=plot([seq(arccosh(i^2/16-cos(2*x))/(2*gamma55),i=1..16),seq(-arccosh(i^2/16-cos(2*x))/(2*gamma55),i=1..16),arccosh(2-cos(2*x))/(2*gamma55),-arccosh(2-cos(2*x))/(2*gamma55)],x=0..2*Pi,-2..2,color=black, numpoints=500,linestyle=7):
> ens:={seq(i,i=-5..-1),seq(i,i=1..5)};

grphi:=plot([seq(arctanh(cot(x)/tan(i*Pi/12)/gamma55),i in ens)],x=0..2*Pi,-2..2,color=black, numpoints=500):
> gr0:=plot({[[0,2],[2*Pi,2]],[[0,-2],[2*Pi,-2]],seq([[i*Pi/2,-2],[i*Pi/2,2]],i=0..4)},color=black,thickness=[2,2,0,0,0,0,0]):
> display({grampl,grphi,gr0},scaling=constrained,axes=none);
� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���











PAGE  
2

[image: image261.wmf]3

P

[image: image262.wmf]1

P

[image: image263.wmf](

)

A

[image: image264.wmf]b

-

[image: image265.wmf]b

[image: image266.wmf]y

[image: image267.wmf]x

[image: image268.png]Figure 2

Za(P)
7 ()
. 0 AR
T A1) NV

Vue en coupe dans le plan(TAP)




_1249216131.unknown

_1249216275.unknown

_1249216349.unknown

_1250130202.unknown

_1250131517.unknown

_1250132457.unknown

_1250134758.unknown

_1250135459.unknown

_1250136089.unknown

_1250137036.unknown

_1250135786.unknown

_1250134884.unknown

_1250133615.unknown

_1250134677.unknown

_1250132487.unknown

_1250132121.unknown

_1250132294.unknown

_1250132320.unknown

_1250132261.unknown

_1250132022.unknown

_1250132091.unknown

_1250131537.unknown

_1250130781.unknown

_1250131462.unknown

_1250131491.unknown

_1250131068.unknown

_1250130703.unknown

_1250130742.unknown

_1250130353.unknown

_1249217855.unknown

_1249219250.unknown

_1249220476.unknown

_1249271383.unknown

_1249278545.unknown

_1249287292.unknown

_1249310205.unknown

_1249310230.unknown

_1249287388.unknown

_1249280306.unknown

_1249287291.unknown

_1249279453.unknown

_1249280293.unknown

_1249271733.unknown

_1249271775.unknown

_1249271390.unknown

_1249221296.unknown

_1249221396.unknown

_1249221565.unknown

_1249240873.unknown

_1249241679.unknown

_1249234921.unknown

_1249221422.unknown

_1249221363.unknown

_1249221395.unknown

_1249221357.unknown

_1249221201.unknown

_1249221241.unknown

_1249221290.unknown

_1249220588.unknown

_1249221123.unknown

_1249221146.unknown

_1249221180.unknown

_1249221132.unknown

_1249221074.unknown

_1249220558.unknown

_1249220066.unknown

_1249220335.unknown

_1249220350.unknown

_1249220113.unknown

_1249219353.unknown

_1249219921.unknown

_1249219302.unknown

_1249218599.unknown

_1249219156.unknown

_1249219173.unknown

_1249218695.unknown

_1249218128.unknown

_1249218535.unknown

_1249217865.unknown

_1249217922.unknown

_1249216598.unknown

_1249216824.unknown

_1249217801.unknown

_1249217836.unknown

_1249217665.unknown

_1249216697.unknown

_1249216796.unknown

_1249216676.unknown

_1249216357.unknown

_1249216362.unknown

_1249216464.unknown

_1249216368.unknown

_1249216360.unknown

_1249216353.unknown

_1249216355.unknown

_1249216351.unknown

_1249216312.unknown

_1249216329.unknown

_1249216338.unknown

_1249216342.unknown

_1249216347.unknown

_1249216340.unknown

_1249216334.unknown

_1249216336.unknown

_1249216332.unknown

_1249216321.unknown

_1249216325.unknown

_1249216327.unknown

_1249216323.unknown

_1249216317.unknown

_1249216319.unknown

_1249216314.unknown

_1249216293.unknown

_1249216304.unknown

_1249216308.unknown

_1249216310.unknown

_1249216306.unknown

_1249216297.unknown

_1249216302.unknown

_1249216295.unknown

_1249216284.unknown

_1249216288.unknown

_1249216291.unknown

_1249216286.unknown

_1249216280.unknown

_1249216282.unknown

_1249216278.unknown

_1249216205.unknown

_1249216241.unknown

_1249216258.unknown

_1249216267.unknown

_1249216271.unknown

_1249216273.unknown

_1249216269.unknown

_1249216263.unknown

_1249216265.unknown

_1249216260.unknown

_1249216250.unknown

_1249216254.unknown

_1249216256.unknown

_1249216252.unknown

_1249216245.unknown

_1249216247.unknown

_1249216243.unknown

_1249216224.unknown

_1249216232.unknown

_1249216237.unknown

_1249216239.unknown

_1249216235.unknown

_1249216228.unknown

_1249216230.unknown

_1249216226.unknown

_1249216215.unknown

_1249216220.unknown

_1249216222.unknown

_1249216217.unknown

_1249216209.unknown

_1249216213.unknown

_1249216207.unknown

_1249216170.unknown

_1249216187.unknown

_1249216196.unknown

_1249216200.unknown

_1249216202.unknown

_1249216198.unknown

_1249216192.unknown

_1249216194.unknown

_1249216189.unknown

_1249216179.unknown

_1249216183.unknown

_1249216185.unknown

_1249216181.unknown

_1249216174.unknown

_1249216176.unknown

_1249216172.unknown

_1249216153.unknown

_1249216161.unknown

_1249216166.unknown

_1249216168.unknown

_1249216163.unknown

_1249216157.unknown

_1249216159.unknown

_1249216155.unknown

_1249216144.unknown

_1249216148.unknown

_1249216151.unknown

_1249216146.unknown

_1249216138.unknown

_1249216140.unknown

_1249216133.unknown

_1249216048.unknown

_1249216091.unknown

_1249216108.unknown

_1249216116.unknown

_1249216121.unknown

_1249216123.unknown

_1249216118.unknown

_1249216112.unknown

_1249216114.unknown

_1249216110.unknown

_1249216099.unknown

_1249216103.unknown

_1249216106.unknown

_1249216101.unknown

_1249216095.unknown

_1249216097.unknown

_1249216093.unknown

_1249216073.unknown

_1249216082.unknown

_1249216086.unknown

_1249216088.unknown

_1249216084.unknown

_1249216078.unknown

_1249216080.unknown

_1249216076.unknown

_1249216065.unknown

_1249216069.unknown

_1249216071.unknown

_1249216067.unknown

_1249216058.unknown

_1249216063.unknown

_1249216056.unknown

_1249216014.unknown

_1249216030.unknown

_1249216039.unknown

_1249216043.unknown

_1249216046.unknown

_1249216041.unknown

_1249216035.unknown

_1249216037.unknown

_1249216033.unknown

_1249216023.unknown

_1249216027.unknown

_1249216028.unknown

_1249216025.unknown

_1249216018.unknown

_1249216021.unknown

_1249216016.unknown

_1249215995.unknown

_1249216006.unknown

_1249216010.unknown

_1249216012.unknown

_1249216008.unknown

_1249215999.unknown

_1249216003.unknown

_1249215997.unknown

_1249215986.unknown

_1249215991.unknown

_1249215993.unknown

_1249215988.unknown

_1248235215.unknown

_1249215982.unknown

_1249215984.unknown

_1249215980.unknown

_1248235571.unknown

_1248235092.unknown

_1248235115.unknown

_1248235006.unknown

_1248235032.unknown

_1248234447.unknown

