Concours X-2005 PSI

Modélisation

1 Le ciment

1.1 Caractérisation du ciment
1.1.1 surface massique

La surface spécifique étant la surface par unité de volume, et la surface massique celle par

unité de masse : | Sy = S—[f

3
—4N§pr .Donc | Sy =3

On a, pour N sphéres : S = 4N7r? la masse étant m = =

Pour rendre le béton plus réactif, il faut diminuer r, donc rendre le broyage plus efficace.

1.1.2 Méthode Blaine

1.1.2.1 Equation de Carman-Kozény Le rayon hydraulique est défini par m = ¢

ol S est la surface totale des canaux. Par ailleurs S = M x Sy donc|m = MgM

= _v_

p= VLA = 47 en exploitant les définitions. Donc v = pA.L

_ pSLASAP

. Lo _ PAL
Par ailleurs : v = aLe, donc a = #7=. Donc Q pM2S2 1k

Ceci ne suffit pas, car il faut calculer M : M = p(V, —v) = pVo(1 — p) = pA.L(1 — p).

pPAAP

On a donc finalement : | Q) = P (L p)P LS5k

1.1.2.2 Perméameétre de Blaine a) La hauteur i de liquide au-dessus de la position
d’équilibre est h = z/2. Elle correspond a une pression a la base de la cellule P = Py — pygh
soit une différence de pression P — Py = —pggh = —twz/2

Le débit de gaz (vers le bas) est alors @ = Z—‘g% L’air étant incompressible dans ces

conditions d’aprés le texte, il y a descente du fluide d’une quantité |dh| telle que |sdh| =

_ _ G.dz __0Q _  kAwmez _ de _ _ _ kAwm
sdz/2 = |Qdt| soit : §F = —2% = oL s = —Azdonc | GF = —Az|avec | A = [k ce

At

qui conduit immédiatement & | z = zge™

On a donc : hy = zge M1/2 et hy = zge M2 /2 soit : | At =ty — t] = %ln(lg—;) = Hin(Z)

_ 1 ta 1, —\t _ -
AP, = waftfi%e dz = s%gwe(e

_ @ hi—ha
APm XN ti1—t2

Aty _efAtz) — whi—he _  wmAh
= N At = NAt




Math. Spé P.S.I. 2

b) Qm = —MﬁiLP’" car la seule grandeur dépendant du temps est AP. Donc
_ _kAwg hl—hQ _ S(hlfhg) . ~ .
Q= GLN fi—ty — — Af | €€ qui parait assez logique.

De la comparaison de la loi de Darcy, et de celle trouvée plus haut, on tire: k = %

2h52
pB 3AtL
Sy = \/ - A At — KpYPiat \Vp

kAw p3 Aw;
et A = k= _ -
ulLs Mp2(1—p)2hLS%4

12
A donc

M
0% ( 1 —p)2hLin( Zl) p(1—p)

Application pratique : pour trouver p on utilise p = 7= = 1— - = 1— - = 0,503.
Donc p(1 —p) = % et Sy = Kpi*\/(1— %)3At = 3,3m%kg™ 1 On en dedu1t le rayon
des grains par r = pS?’M = 287um.

1.1.3 Meéthode BET

On a toujours P < Py pour un gaz qui n’est pas en équilibre avec sa vapeur.
] g

1.1.3.1 Adsoption en couche monomoléculaire a) On a, d’aprés le texte :
v S1 Cx

Vin = So+5S1 ~ 1+Cz

b) voir courbe jointe :

woai0erx e )

1.1.3.2 Absorption en couches multimoléculaires a) D’aprés le texte, la vitesse
d’adsorption de la i“"*¢couche est v,; = a;_1PS;_1 en supposant que la constante de
proportionnalité dépende de la couche.

La vitesse de désorption est, de méme : vy = biSiemp(gq—fr}) A T’équilibre, les deux sont

o)

égales, et donc : [a;_1PS;—1 = b;S; e:rp(

b) avec les hypothéses du texte : afil = L eap( le,fT) Poea:p( ) pour i > 1 soit
E

9 = Poexp( )

De plus, pour la premiére couche : agPSy = blsleq:p(ggf%p) = bleS(Je:cp(]ggfép) =

aorPySo On en déduit : |C' = 3 exp( pT)

c¢) On a S; = CxSpet S, = 2P~19; = CaP Sy Soit | L, = So + .. + Sy,
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CSo

Cette série converge vers | Yoo = 722

d) Le volume adsorbé est proportionnel & la surface d’adsorption. V,, = Vj(S1+2S52+ 355+
A nSy) = VoS (1422 +..4+na b)) = V(]C'ﬂ:SO%(a:—}—xQ—F..—l—m") V, = VOC$SO%(1_‘””+I)

1-z
d’aprés le modéle proposé. (Attention! Vyn’a pas les dimensions d’un volume mais d’un
volume par unité de surface, c’est-a-dire une longueur)

nx™tl—(n z"
Vo = VoCwSo (1—x()2+1)

Il reste & prouver que Vjreste borné si n — oo : En effet 2"t < 2" si0 <2 < 1
Donc VoCaSo T2t < Vpy < VoCaSpi=e

n

en remplacant tantét " par 2" pour majorer

1 1—x2
ou x"par 2" pour minorer. Ces deux encadrants tendent bien vers K’l(j%!;g@ comme prévu
sin — ooet | Vo = —foigso

e) Dans la méme optique : V,,, = Vo(So + S1 + S2 + ... + Soo) = VoSo(1 + 10_—1;) Donc

Vo _ _Czx  d(1—z"t! : Voo _ _Czx 1
Ve = iz 7= (73%—) qui converge vers il e X T=aye
On obtient la courbe ci-dessous :
g , . , VQA-z) Vo1 i, 1 c—1
f) On déduit de I’expression précédente : — = (1_$+C$ =3 soit 1y = 5+ 2o

ce qui est bien de la forme y = az + 3 avec a = %etﬁ: %soit C’:1+% et

_ 1
Vm—m

Par ailleurs, le nombre de molécules d’adsorbat est IV A‘v/—m (pour une couche monomolécu-
m

laire) la surface occupée est | Syppr = AN, A‘U/—m
m

Application : par lecture de la courbe,
six=z1 =0,05y=y; =0,043
Sir=290=0,20y=1y2=0,15

a = 0,7lg.em™ 3 = 0,0098g.cm™3 C = 73,8 V,, = 1,38ecm3g~! = 1,38 x

1073m3. kg™  Syper =6020m% kg™t r= pSLM =0,18um

Commentaire : il s’agit donc d’une poudre trés fine, servant a remplir les interstices de fagon
7
4 obtenir un “nouveau béton”, de grain exceptionnellement fin, utilisé dans la décoration.
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1.1.4 Analyse granulométrique laser

a) On peut mesurer l'angle « produisant le premier zéro d’intensité, donc d’amplitude

/ : . 2)
diffractée. On a alors r = =

b) Soit ¢1(t, @) 'onde diffractée par le trou source de rayon r et ga(t, ) 'onde diffractée
par un écran totalement transparent dont le disque de rayon r serait masqué. D’aprés
le principe d’Huygens Fresnel, un écran totalement transparent aurait le méme effet que
I’ensemble des deux et produirait I'onde plane go(t,a) = Ae?@=#())5(a) nulle partout,
sauf pour a Donc go(t, o) = g1 (¢, ) + g2(t, ) et ga(t,a) = —gi1(t, @) pour a # 0.

Ceci implique Iy(a) = k|ga(t,@)|? = I1(). La figure de diffraction est donc la méme, et la
méthode de mesure aussi.

c) S’il y a plusieurs grains de méme taille, et suffisamment éloignés par rapport a la distance
de cohérence, les intensités diffractées s’ajoutent, et, comme celles-ci ne dépendent que de
r, A et «a, l'intensité diffractée totale est simplement multipliée par le nombre de sources
diffractantes.

d) Si les grains sont en plusieurs classes granulométriques, l'intensité diffractée est la somme

27'r'rv . 2
des intensités soit : I(a) = Zstj [W} Njétant le nombre de centres diffrac-

—Z sin(a)

2
tants et s; leur section. Or N; = Z—j = ijﬁ Donc (o) = SVZ B [Jl*sm(a))]
J

)\J sin(a)
On pourra retrouver les p; & condition que les fonctions f(a,r) = JE(=5 2175 g n(«)) possédent
des propriétés d’orthogonalité telles que fo fla,r) f(a,ra)g(a)da = (7'2 —71) le symbole

dvalant 1 si son argument est nul et zéro en cas contraire.

6Vp, .
p - la surface totale associée est

e) Le nombre de particules de diamétre djest N; =

S; = 7rd2N = 6Vp] la surface totale massique est Sy = V Z S; = 6 Z pj = 378m?>.

1.2 Hydratation du ciment

)VCL fo kdf = kd. On obtient donc une relation linéaire.

On devrait donc observer une proportion constante de chaque espéce, ce qui est (en trés
gros), le cas, malgré d’importantes fluctuations.

La fraction de ciment ayant réagi est de f, =100% pour d < dy avec dy = 40pum.
Pour les gralns plus gros, le volume n’ayant pas réagi est la sphere de diamétre (d — dp),de

volume % g(d — do)3,ce qui représente une fraction f,, = C dio) , et une fraction f,.(d) =
1 — fur. On a donc globalement : f,,,, , = [ kdf + Jime k(1= (1—%)3)d0 Or k= 7,
donC fr,0y, = 5200 4 300 In(dmae) — o 4 3.8 — 0 947

b) L’énergie thermique dégagée est alors —AHm(w = frae X M x AH = 0,947 x 380 x
400.10% = 144000k.J.

L’¢élévation de température maximale est Af = AHC’,"” = 05%(3%0 +1148%00%g_ 118x300 = 56K
Cette élévation de température peut provoquer des dilatations pendant la prise, nuisibles
a celle-ci (risque de fissuration).

) Dans ce cas, la fraction réactionnelle f, dépend du temps, et donc également AH (t) =
Sr(®) AH - On devra donc calculer AH (t) pour diverses valeurs de ¢ et en tracer la

mea,z

courbe (voir ci-dessous)
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On constate donc qu’une faible quantité de chaleur se dégage d’abord, et donc, que par
conduction thermique, elle se dissipera vite.

La puissance dégagée, en W.m ™3, est donnée ci-dessous :

: !

2 “Béton au jeune age”

2.1 Thermo-activation de la relation d’hydratation

a) A pression constante, la variation d’enthalpie totale du systéme est nulle s’il est isolé.
L’enthalpie regue lors de la réaction étant mi(l < 0), ’enthalpie nécessaire pour élever la
température 3 la valeur T%4(t) étant C(T°%(t) — Tp), on a mi + m'C(T(t) — Ty) = 0
avec m(t) = mgp(00)&(t) soit : myy(00)IE(t) +m/C(T(t) — Ty) = 0 m' étant la masse du
systéme réactif. (non conforme a lexpression proposée)

b) Pour des temps trés longs, £(t) — 1 et mgy(00)l +m/C(T(c0)) — Tp) =0

c) On en déduit £(t) = % et % = ¢(t) Donc
ad

A(g) = Tazﬂ(oo()tlTo €l‘p( Rgf%‘ld)

d) Le temps équivalent vérifie, a chaque instant : £(teq, Trer) = &(t,T'(t)). Posons, pour
alléger I'écriture ¢+ = t,.s et considérons la fonction ¢ * (t)

A chaque instant : déx = A(&x)exp (— Rcf% f) dtx et, de facon correspondante : d§ =

K s d déx A E .. .-
A(&)exp (—Wg‘,(tﬁ dt. Soit % = d%* A((%) exp (_T&(ﬁ — ﬁ)) ceci a condition de
prendre la méme valeur £x = £ pour le numérateur et le dénominateur, par la définition
méme de ¢ * (t) (eq. 13)
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Par conséquent : %fk = erp (_R—Gl’(ﬁ - Trl )) et

¢ E 1
tk = teg = [y €xp (—R—CfP(T(lr) o Tef)) dr

e) Pour trouver ¢4, on peut utiliser une intégration par la méthode des trapézes sur chaque
valeur, avec Ty.r = 293K

On obtient les résultats suivants :

[t(h) [ 0 [ 12 ] 20 | 35 [ 50 [ 100 |
T°9 | 293 | 303 | 343 | 348 | 352 | 355
teg | 0 |94 [157]705 | 135 | 382

Les temps équivalents sont calculés & 293K ; ils sont donc toujours plus importants que les
temps adiabatiques, la vitesse de réaction augmentant notablement avec la température.

2.2 Analyse transitoire aprés décoffrage

2 1

a) Par homogénéité de I’équation (15), | a doit de toute évidence s’exprimer en m*.s~

b) Les conditions aux limites (17) et (18) expriment la continuité du flux thermique, qui

s’évacue par conducto-convexion. ‘ h est le coeflicient de conducto-convexion. ‘

c) L’équation (15) donne, en remplacant T par T(T; — T1) + Ty,  par L(¢ + 1) et ¢ par

F, .9°T 1 _ 10T . a _ at
B aE I T Ao On a donc : a = f5et | F, = 3

d) Les conditions aux limites (15) et (17) obligent & une solution symétrique, ce qui conduit
a la condition (24).

La condition (17) devient k%—?(TrTTﬂ =hT(T; —Ty) en x = —L ou ¢ = 0 ce qui conduit &

poser | B; = %

e) L’équation (23) s’écrit : X" ({)Y (F,) = X (¢)Y'(F,) soit, en supposant Xet Y non nulles :

)g(//((f)) = 3;/((55)) Ceci n’est possible, pour des variables indépendantes, que si ces deux

quotients sont simultanément constants. (il suffit de dériver les quotients par ¢ ou F,pour
s’en convaincre). On peut alors choisir comme valeur du quotient —\?, étant entendu
que la valeur de A n’est pas nécessairement réelle a priori. Donc il est possible d’écrire :

XNQ) _ Y/(F)) _ 2
X0 — Y(F)

f) La solution générale de I’équation X”({) = —A2X(() est bien connue et peut s’écrire :
X (¢) = Gsin(AC) + F cos(XQ).

On doit alors avoir : Y/(F,) = —A2Y(F,) ou Y(F,) = e *"F, la constante multiplicative
étant prise en compte dans X.

g) La solution du probléme étant paire en z,donc en ¢ — 1, il est commode de considérer la
solution générale comme combinaison de termes de forme G sin(A((—1))+F cos(A((—1))qui
doit étre paire. Par conséquent, seuls les termes en cos doivent y figurer.

La condition (23) impose que toute solution de la forme précédente doit vérifier

Gcos(—)\)e_vFo = —B%Gsin(—A)e_AQFo soit | cot(\) = B%
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Il n’existe donc qu’un ensemble discret de solutions, et la solution générale, sous réserve que
— 2
I'espace des fonctions soit complet, sera de la forme : T = £ (G, cos(\, (¢ — 1)) x e~ Anfo

h) La solution générale doit vérifier les conditions aux limites : ceci est déja assuré; il reste
a vérifier la condition initiale T'(¢, F, = 0) = 1.

Ceci s’écrit X902 Gy, cos(Ap (¢ — 1)) = 1(A)
Or [’ cos(Ap(¢ = 1)) cos(Ag(¢ = 1))dC = 0si p # g.

En multipliant (A) par cos(\,(¢ — 1)) et en intégrant, on obtient donc : [ cos(A,(¢ —
1))22% G cos(An (¢ — 1))d¢ = [} cos(A\p(¢ —1))dC ou :

2
2 9 2 ] cos(Ap(¢—1))d¢
Gp Jy cos”(Ap(C — 1))dC = [{cos(Ap(¢ — 1))d¢ ou Gy = ffcos(%\pp(c—l))dc
2sin(>\p) )
Ap _ 2sin()p)

fol(cos(2)\p(+1)dC B %Sin/\f’+>‘7’

_ 4sin()\p)
Gp T osin Ap+2Xp

i) La température maximale est obtenue, en raison de la symétrie du probléme, en
(=1T=1DetT=T-T =T(Q) x ([; - T) = (T; — T1)SZ,Gpe " donc

T(Fo) = (Ti — T1) S0 Gpe o1

Si on se limite aux deux premiers termes, on obtient : T(F,) = (T —
T1)(0,92 exp(—1, 322 Fy) — 0,57 exp(—4, 032 Fp)

La valeur de Fpet le maximum correspondant peuvent étre obtenus par dérivation, ou, plus
simplement, par tracé de courbe :

On obtient donc Fy = 0,13 et Thee = (T; — T1) X 0,67

Les courbes présentant T;L;w et T'x figurent ci-dessous.

50

| 0 T e i

30

20

10

0 50 170 300 600 800
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Elles se croisent pour t., ~ 170h, qui correspondent & un temps de décoffrage d’au moins
24h (adopter 35h conduit & une garantie meilleure de stabilité. Le tableau résumant les
données numériques figure ci-dessous)

t 0] 12 20 35 50
tegq | 0| 94 |15 150 | 170 | 480 | 300 | 800 | 850
Tnas | 0 | 33, 5 33,5 36,8 39,5
T+ |0 4 35 42 | 50

3 Enceinte de confinement

3.1 Perméabilité dans un milieu poreux
3.1.1 Calculs préliminaires

a) L’écoulement est unidirectionnel selon Oz. La conservation de la masse, pour un fluide
supposé incompressible s’écrit : divv = Oou aguz = 0 Par conséquent u, ne dépend pas

de z.
b) Le bilan de quantité de mouvement peut s’écrire, en suivant une particule de fluide de
masse dm :

dF, . dF,

D ]—D) = —gradP + pg + =372 ot =3 est la force volumique de viscosité, et P = pU est
la den51te de quantité de mouvement.

Comme la pesanteur est négligeable on a donc :

K dF
%7+ (T N)T) =
De plus, la vitesse est selon Z" et ne dépend pas de ce parameétre. On a donc, en régime
stationnaire :

T dF

N
P = 0 =

—_—

En projection sur 7, puisque aly

selon 7/, ou selon u, et .

est colinéaire & Z', on obtient 0 = %—5 . Méme chose

‘La pression ne peut donc dépendre que de z.

3.1.2 Ecoulement de Poiseuille

a) Le probléme est invariant par rotation. A moins de brisure spontanée de la symétrie
(turbulence), aucune grandeur pertinente ne doit dépendre de 6.

i

Dans notre cas, entre deux cylindres de hauteur dz et de rayon r et r +dr, on a: =% =

72D (r 88uz) soit finalement :

—
0= —gradP—f—uzrar( 881:?)

b) On a donc : %—IZD = %gr( a{;ﬁf) = C'car P ne dépend que de z et u, n’en dépend pas.
Alors K = AF et ar( a(;:f) = % soit rauz = Kr uz _ Kr 4 K

L et u, =
Ii: —|—K11HT+K2

ou or — 2u r
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Comme u, doit rester fini dans tout le domaine r < R, cela nécessite K1 = 0 soit :

2
Uy = IZL + K>

c) La vitesse d’un fluide visqueux doit varier continiiment au voisinage d’une paroi. Comme

celle-ci est immobile, on doit avoir u,(R) =0 ou K = _11_1;2" Donc

Uy = —ﬁL—i(R2 —7?)

d) Le débit volumique est : Q = [ u,27r.dr = —gﬁ—f JER2 —r?)rdr = —’;ﬁ—f(%l — Rf)
et donc :

Q=—4lk

3.1.3 Perméabilité au gaz; distribution de la porosité :

2 4
a) Pour n tubes de longueur L, de rayon R |p = % . On trouve alors Q = —msA% =
_ R2ApAP
8uL

Soit : k:’%ﬁ

b) Par définition de la porosité cumulée, la porosité totale est : ‘ pr = p.(0) = a; | pour

chaque matériau.

Entre Ret R + dR, la porosité est dp = —Cg’—]g = —(b; + 2¢;R) ; 1la perméabilité totale est

R; R3 2R} —R3 /b, )
donc : k; = [ %dep = %(biﬁ +eigt) = g (%2 + G R;)
3
c¢) On doit avoir k = %pqu = %(% + %Ri) = %aiqu- Donc | Reg = Riy/ %(% + %)
Ce terme varie peu avec le rayon des pores si le terme b; est beaucoup plus important que
¢;R;. Dans la pratique, on trouve R, ~ R;/2

On obtient

‘ Ri(nm) ‘ k(nm?) ‘ Req ’
matériau 1 80 19,4 43,8
matériau 2 200 514 126
matériau 3 600 6340 371

3.1.4 L’eau dans les milieux poreux

a) La force totale de pression exercée sur la surface est I, = [ [(Py—P)W.d*S = (Py —
P) [ [7.d*S = (Py — P)rR*uj3.

Elle est équilibrée par la force de tension superficielle d—Fé = w.dfﬁ qui _11)’& de résultante que
sur Oz, par symétrie, et qui s’y projette en dF,, = —w.dl. cos 6 donc F, = —u,w.27 R cos 6

A Téquilibre, F)’cqt]?p =0 donc|Py— P = w: Rszégse et, si @ = 0, (mouillage parfait)

Py—P=2
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b) On a sdT +n.d¢ — V.dp = 0. A T et nconstants, on a donc : d(; = %dP = %dP ce qui

donne, en supposant 1’eau incompressible, (; = %(P—l— f(T)) ou f(T) ala dimension d’une
pression. On choisira pour celle-ci une pression de référence, dépendant de la température.

On peut donc écrire : | ; — (o = %(PI — Py)

De méme, pour la vapeur : d{, = %dP = RQPT% soit, de méme
P,

Cv - Cv() = Rng ln(P_vo)

c) A l'équilibre, & la température T, il doit y avoir égalité des potentiels chimiques du

liquide et de la vapeur. Si ’on prend pour pressions de référence Pjg = Pg, et Py = Pys il

y a équilibre liquide vapeur, donc

Comme ( = (,, on en déduit : %(Pl — Pg) = Rg,T ln(%) ou

Po =P, — Pg = 28l 1n(H)

d) A partir de la loi de Laplace, on obtient donc | R = Rgqt = —pllfg;"%

3.1.5 Ecoulement dans une fissure

a) u, doit étre indépendant de x, par symétrie, car il y a invariance du probléme par
translation selon Ozx.

N
b) L’équation BU =0 = établie plus haut) devient ici : BP —i—ua Yz =0
q P ot
alors que l’on a vu plus haut que 6“z = 0 On en déduit, comme plus haut, que =K =
AP et que |u, = 2MLyQ +ay+ 0
c) En y = £e/2, la vitesse est nulle, ce qui conduit & o = 0 et § = —i—i%, soit
AP 2
Uz = QM_L(y2 - 7)
2 AP 2 AP y3 2 qe/2 AP & 3\ it -
d) Le débit s’écrit : Q = lfeé/2 2ML(y — Dy =l5:71% - %y]e_/e/2 =157 (355 — §) soit :
IAP
Q=- 12,&

3.1.6 Permeéabilité d’un milieu fissuré

_AU_
a)| D= =1¢

R
3 2 2
b) Q= —"yff ~ B2 45 donc |k = B
SiL=1yx= 3AP =72 On obtient les résultats 139, 192, 202. On adoptera x = 190. Ce résultat

étonnant peut étre interprété en supposant que la viscosité de 'air est surestimée, ou que
I’écoulement ne se fait pas & faible nombre de Reynolds. La deuxiéme hypothése est plus
vraisemblable, puisque la valeur de x augmente avec 1’épaisseur.
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3.1.7 Application a une enceinte de confinement

19,4.108 x6880x5.10°
0,01818.10—3 -

a) On suppose le matériau non fissuré. On a donc @ = —kA% =
13,2m3/h soit V = 317m? par 24 heures.

b) Si les pores contiennent de l’eau, et si on est dans le cas (1) (enceinte totalement
mouillée) In(H) = 0 et Rgqr = o0 et k = 0. Le transport d’air ne se fait pas par les pores,
mais seulement par les fissures.

Si on est dans le cas (2), H(e) = 0,783 Rsqt = mﬁ% = 1,3um = 1300nm.
Le transport d’air est donc, 14 encore, négligeable pour une paroi suffisamment épaisse.
c) Si le matériau est fissuré, k = 232 et Q = —kA%

On obtient :

| 100pm | 300pm
50.10~19 68 613
100.10~10 136 1226

Le taux de fuite volumique autorisé est de 1,5% de 7300m? soit de 109m? (si nous négligeons
la vapeur ayant pu fuir). Ce taux ne peut étre atteint (dans le cas proposé) que pour
D = 50.10""%t e = 100pm. On est trés largement hors norme avec les autres valeurs.



