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Première partie : Largeur spectrale d’une raie lumineuse

(I.1.a) Il s’agit du référentiel barycentrique du noyau. Celui-ci peut être supposé galiléen si l’on peut supposer 
[image: image1.wmf] car alors, on peut négliger son accélération.

(I.1.b) 
[image: image2.wmf] soit 
[image: image3.wmf].

(I.2.a) 
[image: image4.wmf] donc 
[image: image5.wmf].

On en tire, via la formule de Larmor : 
[image: image6.wmf].

(I.2.b) On écrit la conservation de l’énergie : 
[image: image7.wmf] ; or, 
[image: image8.wmf]. Donc l’énergie vérifie l’équation différentielle suivante : 
[image: image9.wmf] où 
[image: image10.wmf]. L’énergie s’écrit donc : 
[image: image11.wmf] où 
[image: image12.wmf] désigne l’énergie initiale de l’atome.

(I.2.c) L’énergie totale émise vaut 
[image: image13.wmf] (conservation de l’énergie). En ordre de grandeur, on peut estimer : 
[image: image14.wmf] . Or, 
[image: image15.wmf] en considérant qu’on est à grande distance (onde plane progressive) et que l’émission est isotrope (
[image: image16.wmf] désigne l’amplitude du champ électrique).

On en déduit l’ordre de grandeur de l’amplitude maximale du champ électrique rayonné à la distance 
[image: image17.wmf]: 
[image: image18.wmf].

(I.2.d) 
[image: image19.wmf] : on est dans le domaine des ondes hertziennes. 
[image: image20.wmf] : il s’agit d’une source très cohérente.

Dans le visible, on aurait (en prenant 
[image: image21.wmf]) : 
[image: image22.wmf]. L’amplitude du champ à 1 mètre vaut : 
[image: image23.wmf].

(I.3.a) 
[image: image24.wmf] pour 
[image: image25.wmf] d’après l’énoncé.

On en déduit : 
[image: image26.wmf], ce qu’on peut récrire sous la forme : 
[image: image27.wmf].

Or, on veut mettre 
[image: image28.wmf] sous la forme : 
[image: image29.wmf]. En identifiant, on obtient : 
[image: image30.wmf] et 
[image: image31.wmf] .
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(On a pris ici 
[image: image33.wmf] et 
[image: image34.wmf]) La largeur à mi-hauteur des pics vaut 
[image: image35.wmf].

(I.3.b) 
[image: image36.wmf], ce qui se récrit, en posant 
[image: image37.wmf] dans la deuxième intégrale : 
[image: image38.wmf] soit finalement : 
[image: image39.wmf]. On peut se limiter aux pulsations positives car 
[image: image40.wmf] : la fonction 
[image: image41.wmf]est très piquée autour de 
[image: image42.wmf] et s’annule très rapidement dès qu’on s’en écarte.


[image: image43.wmf] donc 
[image: image44.wmf].

(I.3.c) Pour la raie étalon, 
[image: image45.wmf].

Pour une raie d’émission dans le visible : 
[image: image46.wmf] et 
[image: image47.wmf]. C’est une valeur très grande, correspondant à un Laser très cohérent, en tout cas non mesurable « à l’œil » avec un Michelson. Comme on le verra plus loin, il existe d’autres causes d’élargissement spectral qui ne sont nullement négligeables.

(I.4.a) 
[image: image48.wmf], c’est-à-dire que la pulsation instantanée est définie par : 
[image: image49.wmf] ce qui donne : 
[image: image50.wmf].

Soit 
[image: image51.wmf] la position de l’atome à l’instant 
[image: image52.wmf] : 
[image: image53.wmf], donc : 
[image: image54.wmf]. En linéarisant cette expression par rapport à 
[image: image55.wmf], on obtient : 
[image: image56.wmf], soit : 
[image: image57.wmf]. D’où : 
[image: image58.wmf] .

Finalement, la pulsation instantanée vaut : 
[image: image59.wmf].

(I.4.b) Pour les atomes de composante 
[image: image60.wmf] : 
[image: image61.wmf] car 
[image: image62.wmf]. Pour les atomes de composante 
[image: image63.wmf] : 
[image: image64.wmf] car 
[image: image65.wmf]. La largeur spectrale de la radiation perçue par le détecteur vaut donc : 
[image: image66.wmf] soit 
[image: image67.wmf].

(I.4.c) Par définition, pour un GPM à l’équilibre thermique : 
[image: image68.wmf], soit 
[image: image69.wmf].

De plus, par définition : 
[image: image70.wmf] par isotropie de la distribution des vitesses. Par conséquent : 
[image: image71.wmf].

En supposant qu’en ordre de grandeur : 
[image: image72.wmf] , on en déduit : 
[image: image73.wmf] ce qui donne : 
[image: image74.wmf]. La longueur de cohérence correspondante vaut donc : 
[image: image75.wmf]. C’est déjà plus raisonnable mais c’est encore beaucoup (d’un facteur 10 pour une lampe Hg basse pression). L’élargissement Doppler est donc un effet nettement plus important que la largeur « naturelle » de raie.

Pour l’étalon de fréquence, 
[image: image76.wmf] à 300 K (la masse molaire du césium 133 est de 133g.mol-1).  Pour ramener l’élargissement Doppler à 100 Hz, il faudrait travailler à une température de 42,6 mK !!! La fréquence de référence étant donnée à 10 Hz près, il faut donc aller encore plus bas pour limiter l’effet Doppler, c’est-à-dire diviser encore la température par un facteur 100 !

(I.5.a) 


[image: image77.wmf]

[image: image78.wmf]
est la section droite du cylindre engendré par l’atome cible. Ce cylindre est la zone de l’espace où une collision peut avoir lieu. 
[image: image79.wmf] est donc le rayon d’un atome.

(I.5.b) Par définition du libre parcours moyen, un atome subit en moyenne une collision après avoir parcouru la distance 
[image: image80.wmf]. Le volume balayé par un atome entre deux collisions vaut donc 
[image: image81.wmf]. Dans ce volume, il y a 
[image: image82.wmf] atomes cibles. Puisqu’il n’y a qu’une seule collision à l’intérieur de cette zone, on en déduit : 
[image: image83.wmf]. Par conséquent, 
[image: image84.wmf].

(I.5.c) 
[image: image85.wmf]. Or dans le modèle du gaz parfait : 
[image: image86.wmf] donc : 
[image: image87.wmf]. D’après les résultats précédents, on sait que : 
[image: image88.wmf].

(I.5.d) Numériquement, on obtient : 
[image: image89.wmf] et 
[image: image90.wmf]. C’est encore un ordre de grandeur au-dessus des valeurs expérimentales. Mais tous ces résultats semblent montrer que les collisions sont l’effet le plus important, suivies de l’effet Doppler. Quant à la largeur « naturelle » de raie, elle est totalement masquée par les deux phénomènes précédents.

Deuxième partie : Source lumineuse cohérente : laser

(II.1.a)  Il faut que l’onde progressive et l’onde régressive soient toutes deux amplifiées et non atténuées. C’est le cas si 
[image: image91.wmf].

(II.1.b) Il faut bien sûr que la solution proposée pour le régime permanent soit compatible avec les conditions aux limites en 
[image: image92.wmf] et 
[image: image93.wmf]. Celles-ci s’écrivent, compte tenu des coefficients de réflexion fournis par l’énoncé : 
[image: image94.wmf] ce qui donne : 
[image: image95.wmf]  soit 
[image: image96.wmf]. Cette équation équivaut aux deux conditions : 
[image: image97.wmf] soit encore 
[image: image98.wmf]. On peut récrire (C2) de manière approchée sous la forme : 
[image: image99.wmf].

(II.1.c) Si la condition (C1) sélectionne un ensemble discret de longueurs d’onde possibles, la condition (C2) n’est compatible qu’avec une seule valeur de 
[image: image100.wmf]. Les deux conditions ne seront donc pas vérifiées simultanément pour toutes les longueurs d’onde permises.

La condition (C’2) impose une amplification du signal a priori incompatible avec l’établissement d’un régime permanent. En fait, des non linéarités vont probablement apparaître, entraînant une saturation du signal lumineux, cette saturation autorisant l’apparition d’oscillations en régime permanent (on a une situation analogue dans le cas d’un oscillateur en électronique, multivibrateur astable par exemple).

(II.1.d) La courbe des variations de 
[image: image101.wmf]est une gaussienne centrée en 
[image: image102.wmf]. Il s’agit dans un premier temps de trouver l’intervalle des pulsations satisfaisant la condition (C’2) : il faut donc résoudre l’inéquation suivante : 
[image: image103.wmf], ce qui donne 
[image: image104.wmf]soit : 
[image: image105.wmf].

D’autre part, la condition (C1) peut s’écrire de manière équivalente sous la forme 
[image: image106.wmf] avec 
[image: image107.wmf] entier positif. L’intervalle de pulsation séparant deux modes consécutifs vaut donc 
[image: image108.wmf]. Par conséquent, le nombre de valeurs de 
[image: image109.wmf] compatibles avec les deux conditions (C1) et (C’2) vaut donc ( à 
[image: image110.wmf] près ) : 
[image: image111.wmf]. Ce laser a donc 11 ou 12 modes.

(II.2.a) L’écart fréquentiel entre deux modes vaut 
[image: image112.wmf] d’après la condition (C1), ce qui est supérieur à l’intervalle des fréquences (
[image: image113.wmf]) pour lesquelles la condition (C’2) est vérifiée. Ce laser est donc nécessairement monomode ( correspondant d’ailleurs à 
[image: image114.wmf] ). 

(II.2.b) La condition d’accord s’écrit 
[image: image115.wmf] : on peut donc légèrement modifier 
[image: image116.wmf] en jouant sur la valeur de 
[image: image117.wmf].

En différentiant logarithmiquement, il vient : 
[image: image118.wmf], ce qu’on peut récrire sous la forme : 
[image: image119.wmf].

En prenant 
[image: image120.wmf], on obtient : 
[image: image121.wmf] pour 
[image: image122.wmf] !

De tels déplacements nanométriques sont usuellement obtenus à l’aide d’actionneurs piézoélectriques.

(II.2.c) Question pas très claire… Il me semble que pour que les fluctuations de fréquences restent inférieures à 5 MHz, il faut que les fluctuations de longueur optique soient inférieures à 15 nm (je ne vois pas bien la différence avec la question précédente).

La stabilisation peut peut-être se faire en utilisant un milieu non linéaire ( ?) en jouant sur l’indice ( ??)

(II.3) Dans tous les cas 
[image: image123.wmf]. Or 
[image: image124.wmf] ce qu’on peut récrire sous la forme : 
[image: image125.wmf]
Que le détecteur soit lent ou rapide, les deux premiers termes moyennés donnent 
[image: image126.wmf] chacun (car dans tous les cas 
[image: image127.wmf]) et le troisième donne zéro car 
[image: image128.wmf]. La discussion porte donc sur le dernier terme.

( Détecteur rapide : 
[image: image129.wmf] et 
[image: image130.wmf] ce qui correspond à une dizaine de 
[image: image131.wmf] : le détecteur parvient donc à « suivre » presque instantanément ce dernier signal de battement et ne le moyenne donc pas. Par conséquent : 
[image: image132.wmf].

( Détecteur lent : 
[image: image133.wmf] et 
[image: image134.wmf] donc 
[image: image135.wmf]. Par conséquent, le détecteur moyenne aussi le dernier terme qui vaut donc ici zéro. On a donc : 
[image: image136.wmf].

(II.4) En superposant 
[image: image137.wmf] modes, on a : 
[image: image138.wmf]. 

La double somme se calcule en considérant d’une part le cas 
[image: image139.wmf] qui donne une premier terme constant : 
[image: image140.wmf] ; et d’autre part le cas 
[image: image141.wmf] qui donne : 
[image: image142.wmf]. Par conséquent : 
[image: image143.wmf].

( Détecteur rapide : On peut penser que le détecteur parviendra à « suivre » les ondulations de l’intensité pour des modes assez proches en fréquences. On observera donc une courbe oscillant de manière erratique autour de la valeur moyenne 
[image: image144.wmf].

( Détecteur lent : Le détecteur moyennera tous les termes sans distinction, et l’intensité sera constante, égale à 
[image: image145.wmf].

(II.5.a) 
[image: image146.wmf] donc  
[image: image147.wmf] et 
[image: image148.wmf]. Le nombre de modes vaut donc : 
[image: image149.wmf] modes !!!

(II.5.b) La valeur maximale de 
[image: image150.wmf] est atteinte lorsque tous les 
[image: image151.wmf] sont exactement en phase, auquel cas : 
[image: image152.wmf].

Cette valeur sera atteinte aux instants 
[image: image153.wmf] pour lesquels les 
[image: image154.wmf] modes sont parfaitement en phase, i.e. : 
[image: image155.wmf] avec 
[image: image156.wmf] entier. En particulier, si on choisit 
[image: image157.wmf] avec 
[image: image158.wmf] entier, c’est-à-dire 
[image: image159.wmf], on est sûr que tous les modes seront exactement en phase. A ces instants, l’amplitude est maximale.

(II.5.c) Il s’agit d’étudier une fonction réseau (hors programme, mais c’est « un peu » guidé).

C’est le dénominateur (qui varie « lentement ») qui impose la périodicité de 
[image: image160.wmf] et donc la position de ses maxima. Ceux-ci sont atteints s’il s’annule, i.e. si 
[image: image161.wmf], soit 
[image: image162.wmf] ce qui est cohérent avec  ce qui précède.

L’allure de 
[image: image163.wmf] est la suivante (pour 
[image: image164.wmf] et 
[image: image165.wmf]) :

[image: image166.png]



et celle de 
[image: image167.wmf] lui ressemble, en plus tourmentée (et les pics étant « redressés »)
: 

[image: image168.png]il
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Pour trouver la largeur des pics de 
[image: image169.wmf], étudions le premier, centré en 0 puisque la fonction est périodique. 
[image: image170.wmf] s’annule pour la première fois lorsque son numérateur 
[image: image171.wmf]s’annule pour la première fois sans annuler le dénominateur, i.e. lorsque 
[image: image172.wmf]. Les pics étant symétriques (il s’agit d’un sinus cardinal), 
[image: image173.wmf] est le double de l’instant précédemment calculé :
[image: image174.wmf].

Numériquement, on trouve : 
[image: image175.wmf] !!! 


[image: image176.wmf].

Le nombre de périodes à l’intérieur d’une impulsion vaut environ : 
[image: image177.wmf] . 

Le fait qu’une impulsion ultracourte renferme autant d’oscillations sinusoïdales incite peut-être à penser qu’on a ainsi fabriqué des trains d’onde quasi-monochromatiques impulsionnels (à condition de se placer à une échelle de temps très courte devant la durée des impulsions…

Troisième partie : Métrologie des fréquences optiques

(III.1) Dans le cadre du programme : mesures de longueurs d’onde au spectroscope à prisme ou à réseau (via un goniomètre).

(III.2) Il s’agit de faire interférer deux ondes de fréquences voisines, ce qui est possible pourvu qu’on utilise un détecteur rapide (cf. II.3). D’après les calculs effectués à la question (II.3), le signal mesuré est de la forme : 
[image: image178.wmf]. 

La mesure de la fréquence de ce signal donne donc accès à la fréquence inconnue. Mais cette mesure n’est possible que si le détecteur est « capable » de suivre ce signal (il ne doit pas le moyenner), i.e. si 
[image: image179.wmf]. Cela signifie que la fréquence 
[image: image180.wmf] à mesurer doit se trouver dans un intervalle centré sur 
[image: image181.wmf] et de demi largeur nettement inférieure à 
[image: image182.wmf].

(III.3.a) L’intervalle entre deux impulsions vaut 
[image: image183.wmf], ce qui est supérieur au temps de résolution 
[image: image184.wmf] du détecteur. Celui-ci est donc capable de résoudre temporellement ces impulsions.


[image: image185.wmf] . En procédant comme en (II.2.b), on en déduit que 
[image: image186.wmf] : la précision relative est la même sur la longueur optique 
[image: image187.wmf] et sur 
[image: image188.wmf] , soit 
[image: image189.wmf] !

(III.3.b) La fréquence 
[image: image190.wmf] peut s’écrire : 
[image: image191.wmf]. Par conséquent, on peut écrire 
[image: image192.wmf] sous la forme 
[image: image193.wmf] , ce qui ne convient pas car l’énoncé impose 
[image: image194.wmf]. Il ne reste que la solution : 
[image: image195.wmf]. Par conséquent : 
[image: image196.wmf].

(III.3.c) On commence par écrire l’amplitude complexe du laser à modes bloqués sous la forme : 
[image: image197.wmf] conformément à l’expression (15) de l’énoncé.

A la sortie de la séparatrice, le signal s’écrit (en supposant les amplitudes des deux signaux égales pour simplifier) : 
[image: image198.wmf], où 
[image: image199.wmf]. 

( Monochromateur très sélectif : celui-ci ne laisse passer que le signal de pulsation 
[image: image200.wmf] très proche de
[image: image201.wmf] ainsi que le mode 
[image: image202.wmf] du laser à modes bloqués. On obtient donc, après le monochromateur : 
[image: image203.wmf]. Le signal délivré par le photodétecteur « rapide » s’écrit : 
[image: image204.wmf]c’est-à-dire : 
[image: image205.wmf] car 
[image: image206.wmf]. Le signal 
[image: image207.wmf] est donc non seulement périodique, mais même sinusoïdal, de période 
[image: image208.wmf].

( Monochromateur peu sélectif : supposons par exemple (c’est le cas le plus simple) que le monochromateur laisse passer les modes 
[image: image209.wmf] et 
[image: image210.wmf] en plus des deux signaux précédents. A la sortie du monochromateur, on a : 
[image: image211.wmf] c’est-à-dire : 


[image: image212.wmf].
On calcule ensuite 
[image: image213.wmf] : 


[image: image214.wmf] soit, tous calculs faits : 
[image: image215.wmf] où l’on a rangé les termes dans l’ordre des fréquences croissantes (sauf pour les deux premiers sur lesquels un doute subsiste (cf. infra)). 

Il faut ensuite se demander si parmi ces termes, le détecteur en intégrera certains ou s’il pourra les « suivre » instantanément. En fait, seul le dernier a des chances d’être intégré (i.e. moyenné à zéro), mais ce n’est pas sûr : en effet, sa période vaut 
[image: image216.wmf] ce qui est encore supérieur à 
[image: image217.wmf] (mais pas tellement…).

Pour effectuer la mesure de 
[image: image218.wmf], il nous faut a priori conserver 


[image: image219.wmf]
et filtrer 
[image: image220.wmf]. Il faut donc effectuer un filtrage passe-bas du signal électrique, de fréquence de coupure de l’ordre de 
[image: image221.wmf].

(III.3.d) Il y a deux possibilités : ou bien 
[image: image222.wmf]  i.e. 
[image: image223.wmf] (cas A), ou bien 
[image: image224.wmf]  i.e. 
[image: image225.wmf] (cas B).

( Supposons le cas A vérifié. Alors, en notant 
[image: image226.wmf] la variation (POSITIVE) de la fréquence de répétition, on doit avoir : 
[image: image227.wmf] ce qui est impossible car 
[image: image228.wmf] et 
[image: image229.wmf] sont tous deux positifs.

( Le cas B est donc le seul possible : en effet, dans ce cas, 
[image: image230.wmf] ce qui est cohérent.

Conclusion provisoire : 
[image: image231.wmf] et 
[image: image232.wmf] d’après (III.3.b) (et non pas 3 852 852 : il faut faire converger la mesure !).

Certes, mais l’énoncé impose 
[image: image233.wmf]. Par conséquent, la seule solution possible (équivalente à la précédente) est : 
[image: image234.wmf] soit 
[image: image235.wmf]
On est passé d’une incertitude relative de 
[image: image236.wmf] à une incertitude relative de 
[image: image237.wmf]. La mesure par peigne de fréquences optiques est donc 40 fois plus précise que la mesure interférométrique classique. On a donc gagné un chiffre significatif (et on n’est pas très loin de deux). 

� En fait, � EMBED Equation.3  ���est modulée par � EMBED Equation.3  ��� qui oscille bien plus vite (cf.infra).


� Les impulsions étant périodiques de périod� AUTHOR �e � EMBED Equation.3  ���, cette expression n’est autre que le développement en série de Fourier du signal du laser impulsionnel. Ce qui n’est pas évident et arrange bien les choses, c’est que tous les coefficients du DSF soient égaux à 1 !


� On aurait pu penser à un filtrage passe-bande, mais c’est assez risqué car on ne connaît pas la fréquence des termes qui nous intéressent, et on risque de les couper. A vrai dire, on pourrait sans doute se dispenser de filtrage et faire une simple analyse spectrale du signal électrique… 
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