ENS de Paris Filiéere PC 2007
Physique des ferrofluides!

Premiére partie

1. (a) I = —e/T circule selon la direction eg du mouvement.
(b) m = ISu, = —ena®/Te,
) e
)

(¢) L = meavu, = 27m.a’®/T u, donc m = yL avec v = — 3

(d) La constante de Planck h donne Iordre de grandeur du moment cinétique ato-
mique. Numériquement v = —8,8.10'°Ckg™! et m ~ 5,8.10723 A.m?.

(e) En admettant que I'aimantation du bloc résulte de la superposition des moments
magnétiques de tous les atomes, on attend pour le moment magnétique massique
la valeur mN,/56 ~ 0,6 A.m?.g~!. C’est bien I'ordre de grandeur fourni par
I’énoncé, 1’écart s’expliquant par ’estimation grossiére de L et m.

2. (a) B= 52 ﬁ u,, cours de magnétostatique.

(b) i. Dans lexpression fournie au début de I’énoncé, on passe de la description
volumique & la description filiforme des courants en remplagant j(r’)d®V' par
Idr’ pour obtenir

Idr’
7{ v —r’

ii. L’approximation dipolaire consiste a calculer le champ a des distances grandes
devant la taille de la spire. Si O est & son voisinage cela signifie » > ' ce qui
permet l'approximation usuelle

: _ = [r-1] ? ~ 1 (1 N r.r')

|r—r|: r r2

Comme § dr’ = 0 on obtient

pol
A

Afr)~
iii. En utilisation la relation suggérée,

I x’
%//n X grad,. (rrz )

1. Solution proposée par A. Domps et G. Requin. Merci de nous signaler les erreurs, énormes ou
minimes, & ’adresse domps.andre@neuf.fr

3.

’
En coordonnées cartésiennes on vérifie aisément que : grad,: (‘”—T‘Q—) = ;5. Donc

uOI r _ pomAr
ndS x
/ 3 An 3

iv.

o o (227))
78 r

1 1
Ly — rot(mxr) +grad (—3) X (m xr)
™ r ~—_———— r
facile en cartésiennes

:ﬂ{lQm_:”;r x((mxr)}

Ju, —m} en développant le double produit vectoriel

v. Sur I’axe de la spire circulaire uy = tu, et r = |z| donc B = £ u, qui

o \Z\
coincide bien avec le résultat de la question 2.a dans la limite |z| > a.

vi. En sphériques

B =

pom [2cosf@u, +sinfug
473 r3

Les lignes de champ sont dans les plans ¢ = Cste et dl = dr u; + rdf ug. Leur
équation s’écrit det(dl,B) = 0 = sinfdr — 2rcosfdf = 0 = r = Asin?4. On
obtient des lignes de champ passant toutes par O pour § = 0 et § = 7 (figure
de gauche). Elles correspondent bien & la réalité & grande distance de la spire,
mais pas & son voisinage ol on a l’allure représentée sur la figure de droite.

(a) d°A = uodmx(l‘ r’)

[r—x’]3

(b) =i = +grad,, (ﬁ)



—0 // d®m x grad ., (ﬁ) 3
/// = rot d®m) — rot (%)
/// ot M NPV 4+ / M) xn o g

v — 1’|
On identifie & I'expression de A fournie au début du formulaire pour reconnaitre
Jv dans l'intégrale de volume et j, dans l'intégrale de surface:
jv@’) =rotM(r')  jo (') =M({E’') xn
B2 — B3 = pojs X ny2 donne ici, en prenant 2 i l'extérieur et 1 a 'intérieur du
milieu magnétique

Bext — Bint = o(M x n) x n = yg [(M.n)n — M]

Il y a continuité de la composante normale de B.

D’aprés la question précédente B et oM ont la méme dimension donc  est un
nombre sans dimension.

Deuxiéme partie

Le milieu ferromagnétique est soumis a Bin donc Mg = xBint /po. Or Mg =
aBo/po. Donc xBint = aBg et Bing = aBo/x.

m=VMg = —7ra 3aBo/ 0. En reportant dans I'expression du champ dipolaire
(question I.2. b iv):

aa3

1
B= T [(Bo.ur) ur — gBo]

A Textérieur de la boule régne la superposition du champ dipolaire et de By, &
I'intérieur régne Biny = aBg/x. D’ot la discontinuité

Bo
_a20

Bat)-B(a ) =a [(Bo.ur) uy — %Bo] + B

= a(Bo.uy) u, + (1 - % - %) Bo

(d)

(a)

(a)

Comme Mg est uniforme j, = rot Mg = 0. Les courants surfaciques d’aiman-
tation sont données par jo = Mg X u, = %Bo X u,. La discontinuité de B en

r = a vaut pojo X ur = —aBp + a(u,.Bo)u,. En identifiant & ’expression de
la question précédente on obtient
a «
————=—a=a= X2

Si la matiére ferromagnétique n’était soumise qu’au champ appliqué Bg on
aurait a = x. Mais elle réagit a Bjn¢, superposition de Bg et du champ créé en
son sein par les courants d’aimantation, dépendant eux méme de la susceptibilité
X- Ainsi, M = xBint # xBo et a # x. Pour de faibles susceptibilités 'effet des
courants d’aimantation est négligeable et on s’attend & a ~ x. L’expression de
la question précédente conduit bien & ce résultat quand x — 0.
Les moments magnétiques de toutes les gouttelettes sont orientés par Bg. Deux
dipoles paralléles & une méme direction s’attirent de maniére optimale si la
droite joignant les points qu’il occupent est elle aussi paralléle & cette direction,
ce qui explique la formation de chaines.
my 1'nn-{-l
_—
La distance d’équilibre résulte de la compétition entre la répulsion électrosta-
tique et 'attraction dipolaire magnétique. Plus By est intense, plus les goutte-
lettes s’aimantent et plus I'attraction grandit, d’ott une diminution de la distance
entre gouttelettes.
i. 6 = nd(1 — cos ¢)
ii. Pour ¢ = 7, § = 2nd. On obtient un maximum de lumiére diffusée lorsque
d = pA avec p € N. En lisant sur le graphique les longueurs d’onde produisant un
maximum et en posant p = 1, on en déduit les valeurs de d = A/(2n) suivantes
k 1 2 3 4 5 6
d (nm) | 237 | 244 | 254 | 258 | 269 | 271
Conformément 3 la prédiction qualitative de la question a), d augmente lorsque
By diminue.
i. L’énergie magnétique du dipdle m,, plongé dans le champ By, créé par dipdle
de rang m s’écrit

Ho

E,m=—-m, B, = T3
e

m,. [3(mmumn) Umn — mm]

Comme les deux dipoles sont alignés sur Bg, m, = m,,, = %mﬁaBo u, et

4 B\’
'u03 (—77a3a—0> [1 — 3(uz.umn)2]
4nr . \ 3 o

Eym =



L’énergie totale de la chaine s’obtient en sommant £, sur toutes les paires de
dipoles, ce qui donne bien I’expression proposée par 1’énoncé avec

K= (“30430)2
Mo 3

ii. Pour n donn¢, la majeure partie de la sommation de la série des 1/rpy,°
provient des termes pour lesquels 7., est petit. Dans cette région la chaine est
presque rectiligne de sorte que rpm ~ |m — n|d et Upm ~ tUpnt1 = tuy. Les
contributions des termes m > n et m < n s’avérent identique:

Z % (1 - 3(unm.uz)2)

r
m;én nm

~ Z |n — m|3d3 — 3(up.uy)? Z |n — m|3d3 — 3(—un.z)2)

m>n m<n
2 0 -1 . : X
~ (1 —3cos®6,,) Z 3 (i=|m-n| varie « presque jusqua oc »)
i—1
3
QCc(i3) (1 —3cos®,)

En sommant sur n on obtient finalement
N-1
2K .
Enmag = C(3)F Z (1 —3cos?6,)
n=1

L’énoncé manque de clarté sur 'indexation des dipoles. S’étend-elle de 0 & NV —1
oude 1 a N? Cette ambiguité rend les bornes de la sommation incertaines.

i. La différence 6,41 — 6,, représente 1’angle entre les maillons Ap42An41 €t
A, An41 de la chaine. L’énergie E,; augmente avec cet angle, elle correspond
donc & une énergie potentielle associée & la courbure de la chaine. Elle s’annule

pour une chaine rectiligne.
Ango

ii.

n 9n—1 - 9n+1) =0

iii. Pour n =1et n = N — 1, §,, n’apparait que dans un seul terme de E¢;. On
obtient

K
12¢(3 )— sinf; cosf, — k(02 —601) =0
K
12 ((3)3 sinfn_1cosOn_1 + k(@n_1 —On_2) =0
iv. Le passage a la limite continue s’obtient par
0 O(s+d)+0(s—d) —20(s) _ Ony1+0n_1 — 26,
ds? d? B d?

0y — 6, On_1—ONn_2
! ~ ! ~ -
0(0) ~ 0(L) = N

Les équations des questions ii et iii deviennent

12¢(3 )%cos@smﬂ—ncﬂf‘z =0 (1)
12C(3)E cos 0(0) sin 0(0) = xd§'(0) 12{(3)5 cosO(L)sinf(L) = —kdd' (L)

d d

(2)

v. La premiére équation de la question precedente de la forme M 28 s 49 — = F(0),
présente une analogie formelle avec celle qu’on obtient en appliquant le prlncipe
fondamental de la dynamique pour un mouvement & une dimension: M 42 =
F(z), le temps prenant la place de ’abscisse curviligne.

vi. Inspiré par cette analogie, on obtient une intégrale premiére du mouvement
en multipliant membre & membre par g—z. Aprés intégration :

2
(3—?) +12¢(3 )%cos 0=Co Q=% (3)

vii. La description de 'expérience dans le préambule de la question 3 indique
que les extrémités des chaines s’alignent sur le champ magnétique. Pour z = 0
et £ = L on a donc § = 7 ou 8 = 0, ce que montrent d’ailleurs les images
insérées dans la figure 3 ou les longues chaines prennent la forme d’une épingle
a cheveux. Par les équations (2) on en déduit 6'(L) = 6'(0) = 0. Ces valeurs
particuliéres reportées dans (3) fournissent Co = Q.

viii. Pour 8 = /2, 6! .. = V/Q.

ix. R =49 = 7, C =1/R = ¢ La courbure maximale vaut donc Cpoe =
6! .. =+vQ. Comme K o« B et Q < K, on attend Cay < Bg. C'est bien ce
montrent les résultats de la figure 3 dans laquelle d/R,,q; = dCpyaz, représenté
en fonction de By/ o, fait apparaitre une dépendance linéaire.



1.

Troisiéme partie

(a) L’élément de surface d?S est soumis & P_dSn et P, dS(—n) d’ot la résultante
des forces de pression sur ¢': R, = [[(P- — Py)dSn. La force de tension
superficielle, orthogonale a dl et n vaut dF = 7dl x n conduisant & la résultante
R,=- fc' n x dl. En négligeant le poids de l'interface, la condition d’équilibre
R, + R, = 0 fournit I’équation (1) de I’énoncé.

(b) i. La surface a pour équation G(z,y,2) = z — h(z,y) = 0. Son vecteur normal
unitaire orienté vers les z croissants s’obtient par

_ gradG _ _%ux - g_zuy +1u, oh oh

n—m = :——ux——uy—'-ez

V(0:h)? + (0,h)? + 1 Oz dy

ii. Projetée sur ug, la relation d’équilibre devient
P, —P.)d?S u,n+ fuz. nxdl)=0
[[ @ -p 7w x )
=1

Transformons le second terme:

}guz.(nxdl):?{dl.(uzxn)
://rot (uy, X n) dSn

= // rot (+0yhuyx — 0,huy).dSn

= / / (—0z2h — 9,2h) u,.ndS (calcul en cartésiennes)
I

Finalement la relation d’équilibre s’écrit

//CrI(P+—P_)d2S—7//UIAhdS=O

L’identité ayant lieu pour tout ¢’, il en résulte
P+ - P_ = ’)’Ah

(a) L’énoncé attend visiblement un argument portant sur les symétries ou inva-
riances pour montrer que By, = 0, mais je ne vois pas lequel. Si on conserve B,
les conditions de passage exploitées plus loin (question 2.d) montrent que cette
composante est indépendante de Bq et de la déformation de 'interface. On peut
la supposer nulle.

(b) rot B = pojv = porotM = xrotB = (1 — x)rotB = 0 = rotB = 0 =

rot (rot B) = 0 — grad divB —AB = 0 donc AB = 0.
jy

AB, =0 — b(z) — k*b,(2) = 0, équation différentielle & résoudre dans chacun
des domaines | — oo, A et ]h,+oo[. Solutions de la forme b, = aexp(—kz) +
Bexp(kz). Pour x > h, la nécessité d’obtenir B, borné quand z — oc impose
B =0, on note @ = b} . De méme pour z < h, la limite z = —oo impose a = 0,
on note = b, . On procéde de maniére identique pour B, pour obtenir

z2>h: by(z) =b} exp(—kz) b,(2) =

( (—k2)
z2< —=h: by(z) =b; exp(kz) b.(z)=

bl exp
b, exp(kz)

(¢) divB = 0 conduit a b = jb} et by = —jb;.
(d) Séparons la condition de passage a Iinterface (question 1.3.d) en composantes
normales et composantes tangentielles :

B(h")n—B(h7)n=0 (4)
[B(h") —B(h™)] xn=—peM xn (5)

En notation réelle n a pour composantes n, = khgsin(kz — wt),n, = 0 et
n, = 1; n, est un terme d’ordre 1 en khg. Dans le champ magnétique, les
termes en b, by et b, sont des conséquences de la déformation de 'interface. Ils
tendent vers 0 si hg — 0. Nous les traitons aussi comme des termes d’ordre 1.
La condition (4) s’écrit

nz By (W) +B.(h") = nyB,(h™)+B,(h™) = B,(h") = B,(h™) = b} =b]
SN—— SN——
ordre 2 ordre 2

(6)
Pour exprimer (5) détaillons les composantes cartésiennes de
[B(hT) —B(h™)] xn et de M x n.

Bm(h+) _Bw(hi) Ny
0 X 0
B.(h*) = B.(h7) 1




(c) A la surface de cote z = h(z,t), v, s'identifie & la dérivée lagrangienne de h:

% (e, 1,0 = 20
Mxn = lB(h_)xnz X —Bg(h™)+mn; B.(h7) uy ~ X I:Bm(h_)_nzBO] uy 92 )=y
Ho Ho —— Lo
=Bo-+tordre 1 Avec ’hypothése hg < A = 2m/k, on montre? que cette condition s’écrit ap-
La condition de passage (5) s’écrit donc & I’ordre 1: proximativement 96(0)  Oh
By(ht) = By(h™) = —x [Ba(h™) = noBo| = b} — b, = dz ot

—x(b, + jkhoBo)

(8)
en utilisant n, = —ikhg expli(kz — wt)].
En résolvant (6), (8) et les deux équations de la question (c) on obtient
xkhoBo
2-Xx

b = —pt = IXkMoBo
2-Xx

X [(Bo + b).V](Bo + b)

= (MV)B =~

~ %(BO.V)b a l'ordre 1
0
X , Ob
~ —Bog
XBO [
Ho
XBo
Ho
~ XBo [ikux + ku,Jeh=+ike—it
#o(2 = Xx)
xX*Bj
T po(2—x)

(a) Quand le liquide est au repos, il n’est soumis qu’a son poids et aux forces de
pression car U s’annule. On retrouve la statique des liquides usuelles Py =
Py + pgz

(b) Ecoulement irrotationnel rotv = 0 donc il existe un potentiel ¢ tel que v =
grad ¢.

b, kuyx + by ku, | eFHke=i9t ayec b = —jb,

x

b, [kuy — jhug]ehztike—iwt

kho grad (ekz"'jk‘”_j“’t) ~ —gradU

(d) Ecoulement incompressible divv =0 => A¢ =0

(e) En reportant la forme proposée pour ¢ dans ’équation de Laplace on obtient
f"(z) — k*f(z) = 0 = f(2) = aexp(kz) + Bexp(—kz). Le comportement en

z = —oo impose B = 0. La condition écrite en (c) fournit & = —iwhg/k et
tho
f(z) = ——— exp(kz)
(f)
v + = L radv?> —v x rotv | = —gradP + radU
p Bt g . | = —8 g —8
ordre 2 0
0 P+U
grad d) + + +gz)=0
at p
La quantité %‘f + Pi%U + gz est uniforme, elle ne dépend que de ¢ et on la note
E(t).
(g) On exprime F(t) a la surface du liquide. Détaillons chaque terme:
° gz = ghoej(kw—wt)

[] D’aprés 1), P=P =PF,— ’Yath =Py + 7h0k2€j(km7wt)7

e Comme U est proportionnel & khg, on peut & 'ordre 1y remplacer exp(kz) =
exp(kh) par 1 donc U ~ %—;i%kh el (kz—wt)

° _Q — _]w¢_ hg ](k:z wt)

Dou

(_ w2h0 + ’7h0k‘2 _ BgXQk‘ho

+gh)ef<kw—wt>=pt _Py/p
k p PHo(2 — X) ° t) = Fo/

2. voir par exemple le corrigé du probléme X/Cachan PSI 2006 sur les ondes de gravité



(i)

Le membre de gauche est une fonction sinusoidale de z, le membre de droite ne
dépend pas de z. Ils ne peuvent étre égaux qu’en cas de nullité, d’ot la relation
de dispersion
k3 X?
2 27.2
w =gk+y—— —>"——Bik*=0
p o (2=X)puo °

On identifie A = (z—L

X)PHo
i. Il apparait une instabilité si w? < 0. Dans ce cas en effet w est imaginaire pur
et la dépendance en exp(iwt) peut étre exponentiellement croissante. Le tracé
et I'étude de f(k) = ‘,‘;—; =4+ %k — AB2 montrent que cette fonction atteint
sa valeur minimale f,i, = 21/79/p — AB2 pour k = k. = \/pg/~. L'instabilité
apparait si foin < 0 soit

2 [vg
B2>pB2=2 |1
AV p
w? /K2
H“‘
i
|
I
w“\\ -~ Bg < Bc
\‘ ‘\\\ //// __—~Bg = B¢
NN T
\‘ \\ ~ _—~Bg > Be
\ k _
N .

ii. La longueur d’onde de U'instabilité naissante est A, = 27/k. = 2m/v/(pg).
iii. A, = 1,03 c¢cm en bon accord avec la valeur mesurée.

i. h = hgexp[j(k.r — wt)]

ii. v =r'+vteth'(r',t') = ho expli(k.r’ +k.vt—wt)] de pulsation v’ = w—k.v.
Ce changement de pulsation associé au changement de référentiel est appelé effet
Doppler.

iii. Le sillage étant stationnaire dans le référentiel de 1'objet, w' = 0.
iv.w' =0= w=kv = w? < k% ou w?/k? <92 On a vu dans la question
(h).i que w?/k? atteint le minimum f,,;,. Le sillage ne sera émis que si v > fmin

soit
v > Ve = \/fnin = ,/2,/% — AB} = \[AB2 — AB? .

V.
ve(Bo) _ ABZ-AB; _ | _Bj
v(0) B \/ABE B Bg

Le tracé de (v (Bg) /v.(0))” en fonction de B2 /B2 doit faire apparaitre une droite
de pente -1 et d’ordonnée a 'origine égale & 1. C’est bien ce qu’on constate sur
les résultats expérimentaux de la figure 6.

vi. A. Re = Udp/n =~ 0,1 x 400.107% x 1000/10~3 = 40. Pour I’écoulement
autour d’une sphére, on sait que de telles valeurs de Re correspondent & un
écoulement laminaire et une trainée linéaire en vitesse. Il en est de méme pour
I’écoulement autour du fil utilisé dans ’expérience.

B. V.(0) = \/2y/v9/p = 0,23 m.s~! correspond assez bien aux valeurs & partir
desquelles le comportement linéaire cesse sur la figure 7.

C. Quand le sous-marin se déplace en surface, il se forme un bourrelet d’eau
autour de lui. Sa proue doit en permanence franchir cette « vague » qui géne le

mouvement. En plongée cet effet disparait.

1

i. Pour inverser le haut et le bas il suffit de changer g en —g donc w? = —gk +
vE? /p.
ii. Les petites valeurs de k sont associées & des valeurs négatives de w? donc

provoquent une instabilité de I'interface.

w?2

-~

ii.Enz=0ectz=L,v,=0= 2% =0
iv. Les réflexions aux deux extrémités conduisent & chercher ¢ sous la forme
¢ = f(2)exp(ikz —iwt) + g(z) exp(—ikz — iwt). Les conditions de bord ménent
a f = get k =pn/L. L’interface redevient stable si toutes les valeurs accessibles
a k correspondent & w? > 0 c’est a dire: Vp,pr/L > k.. La condition la plus
stricte s’obtient pour p = 1 et s’écrit L < L, = w/k.. Dans 'eau L. = 0,5 cm.
Par capillarité, 1’eau peut se maintenir au dessus 1’air entre deux parois solides
suffisamment rapprochées.



