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GRATTE-CIELS et TOURS

1  Mise en équation

L’ensemble tour-TMD est soumis & la force extérieure fy(t) portée
par I'axe des z. Tous les mouvements se font sur cet axe. La dérivée par
rapport au temps de la quantité de mouvement du systeme vaut mi +
m1(Z+1) dans le référentiel de le Terre supposé galiléen. La force extérieure
de rappel appliquée au systéeme vaut —kz. La relation fondamentale de la
dynamique en projection sur l'axe des x s’écrit donc :

mi +my &+ i) = —kx + fo(t)
pour le TMD on peut écrire :
my(Z + i) = —kju — hit

Pour la premiere équation on fait passer le terme —kx dans le premier
membre et on divise le tout par m. Il suffit de poser « = my/m, k/m = wg
et ag(t) = fo(t)/m pour obtenir I’équation (B1).

De méme dans la seconde équation on divise par m; et on pose ki/m; =
w? et hy/mi = 2nw.

wp est la pulsation propre de résonance de la tour seule et wq est la
pulsation propre de résonance du TMD seul.

L’amplitude complexe est une fonctionnelle linéaire définie sur
I’ensemble des fonctions sinusoidales de pulsation w qui transforme les équations
différentielles du temps en équations algébriques. La dérivation par rapport
au temps revient a une multiplication par iw.

Les équations (B1) et (B2) deviennent alors :

(1+a)(iw)?X + a(iw)’U + wi X = A,

(iw)QX + (iw)QQ + 2mwi (iw)U + W%Q =0



La seconde équation donne une relation entre U et X :
U(—w® 4 2mw; +wi) = w’X

On divise le deux membres par wy pour introduire les coefficients 3 et z, il
vient :

U(—2" + 2im Bz + %) = 2°X
On a ainsi la fonction de transfert en amplitude complexe :
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H = — =
() X =224 2imBz+ (2

Quand z — 0 alors H; — 0; quand z — oo alors H; — —1 le systéme
est un filtre passe-haut du second ordre. Comme on cherche & minimiser le
déplacement de la Tour | X | le dénominateur de | H; | doit étre aussi petit
que possible pour un | U | donné il faut donc | H; | plutot grand.

Si b = & alors B = —w?X ; la premiere équation en amplitude
complexe permet d’écrire :

—wZX(l +a)— aw?U + w%& = A,
Comme U = H;.X il vient :
B(1+a+a.H —wi/w?) = A4,
On en tire la valeur demandée :
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On cherche a minimiser I'accélération ressentie par les habitants de la Tour,
il faut donc | B | petit et donc | Hy | plutét petit.

2 Analyse qualitative du systeme

2.1 Casoun =0

Dans les équations précédentes on supprime le terme en n; et le
terme en A, le systéme [B] s’écrit donc :

(1+ )@ + aii + wiz =0
F+i+wiu=0
En passant en amplitude complexe on trouve :
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On désire |Hp| aussi petit que possible, a est au dénominateur de Hp, il
faut donc prendre « aussi grand que possible. Mais a est le rapport de la
masse du TMD et de la masse de la Tour on ne peut donc pas ’augmenter
indéfiniment sans quoi la Tour s’effondrerait.
e a—0

La masse du TMD devient nulle. En supposant que la raideur de
sa suspension reste finie la pulsation propre du TMD tend vers ’'infini ainsi
que (3. A la limite on peut écrire :

i+ wir =0 T+ U — 00

Le TMD n’plus d’action sur le mouvement de la Tour qui oscille sur sa
pulsation propre. En revanche si on suppose que (3 n’est pas totalement
infini on peut écrire la fonction de transfert H; — 22/(2? — 3?). Pour z < f3
H; < 0 le mouvement du TMD est en opposition de phase avec celui de la
Tour.Pour z > 3 le mouvement du THD est en phase.

@ Le parametre h; permet de limiter les mouvements de la Tour et
du TMD en absorbant sous forme de chaleur I'énergie mécanique produite
par le TMD.C’est pour cette raison que les derniers étages des gratte-ciels
récents sont a claire voie pour permettre la dissipation de cette chaleur qui
se produit fort heureusement quand il y a du vent.

e a—

En supposant toujours que la raideur de la suspension du TMD
reste finie quand la masse de celui-ci tend vers l'infini sa pulsation propre
tend vers 0 ainsi que 3. Des relations précédentes on tire :

Hi— -1 Hy—0

La Tour ne bouge pas mais elle s’est écroulée sous le poids du TMD.
o (Clas général pour o
On est toujours dans le cas 71 = 0, la fonction de transfert Hy
a pour valeur : Hy = 22/(3% — 2?). Elle tend vers l'infini pour zag = 3. Hy
étant au dénominateur de Hy, cette derniere tend alors vers 0.
@ Exprimons le gain G5 a partir des relations précédentes :

(52— 22)

G2 = |Ha| =| [(1+ a)(B% — 22) + az2]22 — (B2 — 22)

Gy — oo quand le dénominateur est nul. Apres simplification par az? dans
le crochet il reste :

(1+a)f?+1]22 -2t =52 =0
C’est une équation bicarrée en Z = 22 que ’on écrit :

72— 1+ +1)Z+5%=0



Le discriminant de cette équation du second degré est :
A=[1+a)s + 1) - 4p°

.Sia = 0il reste (82 +1)2 — 442 = (3> — 1) > 0, donc pour a > 0 le
discriminant de I’équation précédente est positif et il y a deux racines. De
plus le produit des racines est positif ainsi que leur somme, il y a donc deux
racines positives dont on pourra extraire la racine carrée pour obtenir z. De

la sorte le produit :
ZR1-2R2 = VZR1.ZR2 = B = 24R

On a donc bien l'inégalité : zr1 < z4ar < zZRo

Application numérique : avec les valeurs de ’énoncé on trouve zr; ~

0,83 zro ~ 1, 14. Pour ces deux valeurs Go devient infini, alors que pour
zar = [ il est nul (H; infini).La courbe a lallure suivante :
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0,830,95 1,14 2

2.2 Cas ou 7); est infini

Quand 7, — oo Hi(z) — z/2im[. Dans ce cas Hy(z) —
22/[(1 + a)z? — 1], Go est alors infini quand le dénominateur est nul soit
pour zo, = 1/v/1+ a =0,953.

Avec cette expression pour z = 0
1/(1 4 «) ~ 0,91. on peut tracer la courbe suivante :

G2(z) = 0 puis quand z — oo Ga(z) —



Go

0,91

0,953 2

2.3 Cas ou 7n; est quelconque

ZAr = Zoo = 1/\/1+4a. Si zaAr = 25 alors |Hy| et Ga
sont infinis en méme temps soit |X | minimal pour la méme valeur de z.

La masse m de la Tour et sa raideur k sont fixées par construction, la
masse m1 du TMD ne peut étre trop grande pour ne pas modifier la structure
de la Tour, on ne peut donc jouer que sur les valeurs de k; et h;.

3 Choix des parametres

Explicitons la valeur de GGo méme si elle est un peu compliquée :
2
Gy = z
\/ [(1+ )22 - 1]2 + 47
771/6

On peut chercher la valeur de Go pour une valeur particuliere de z. Prenons
z = 3, avec 3%(1 + a) = 1 on obtient :
62
G =—.
2(8) = 5 m

Comme (§ ~ 1 la courbe A correspond a 11 = 0,1, la courbe B a n; = 0,3
et la courbe C a n; = 0,6.

On peut considérer que le gain est une fonction de deux variables
G2(z,m1). Si en faisant varier 7; on veut que Go ne varie pas il faut que la
dérivée partielle de Gy par rapport a 7y soit nulle :0G5/9m = 0.



L’équation donnant z4 et zp est encore une équation bicarrée. On pose
Z = 2% Déquation devient : (1 + 1/8%)Z% — 4Z + 2% = 0. Le discriminant
réduit s’écrit donc (on aura tout eu!) : A’ =4-23%(1+1/3%) =4-232 -2 =
2(1 — %) Compte tenu du choix de 3 = 1/4/1+ a avec a > 0 8 < 1.
Le discriminant de I’équation est dons positif et il y a deux racines positives
(produit positif,somme positive), d’ou les valeurs demandées :

_ [ar ZB:f”W

1+1/32 1+1/32

A

Si on admet comme critere de choix que seul le module de
I'accélération ressentie par les occupants de la Tour intervient indépendamment
de la fréquence il faut prendre la courbe qui présente les deux maxima aussi
égaux que possible, ce qui n’est pas tout a fait le cas de la courbe en poin-
tillés (opt = 0,185). La courbe qui dans sa partie centrale est juste au dessus
de la courbe en pointillés conviendrait mieux. L’énoncé étant peu clair sur
la question on peut enlever la courbe en trait gras de l'intervalle indiqué
de sorte que la courbe choisie serait celle pour n; = 0,19. La courbe en
pointillés serait bien entre 0, 18 et 0, 19.

4 Quelques considération numériques

Il faut chercher la relation entre u(t) et ag(t) fonctions si-
nusoidales du temps. En amplitudes complexes :

U —w?X —wiU
= = Hsy = — Hi.Hy = —
X 411 12 A £11.412 @

Pour le calcul la valeur numérique de z est de 8 = 1/y/1 + «. En remplagant
par cette valeur dans les expressions de H; et Hs il vient :

52
1= — Hy =
— 2 — (/2 + aﬁﬁ2 —1)

En faisant le produit des deux il vient apres simplification :Hy.Hy = 1/cv.
Par ailleurs wy = Bwg, ce qui donne :

U= —Ay/aBwi = —AgTE Jar*af?

A moins de un pour cent prés on peut écrire u(t) = —10.ap.cos(wit) soit
Umaz = 10ag.

La valeur maximale de 'accélération de la Tour est de b0z =
0,015 % 9,81 = 0,147 m.s~2. on a aussi byez = | H2|maz-Ao. Si on prend
la courbe pour 1 = 0,2 on lit la valeur maximale Gonme, = 4,4 et donc
Ag <0,147/4,4 = 0,033 m.s~2.



Si on prend z ~ 0,88 alors w = 0,88.27 /Ty = 0,92. L’amplitude maxi-
male vaut Zmez = W?bmaz = 0,85.0,015 = 0,013 m.

Pour le TMD on prend la valeur de

22

NI

[Hy| =

Tous calculs faits on trouve |Hi| = 2,14 = Umaz/Tmaz €t Umaz = 0,028 m
En I’'absence de TMD 1’équation différentielle du mouvement de la Tour
s’écrit pour un mouvement sinusoidal (—w? + w)z = Ag.cos(wt) d’olt on
tire Tymae = Ao/wi(1—22) = 0,134 m. On gagne, en gros, un facteur 10 avec
le LMD.
Avec les valeurs numériques de I’énoncé

a=0,014 [$=0,993 T?=T3/0,993* = 4x%l/g

.Tous calculs faits on trouve [ = 9,07 m.

L’accélération maximale de la Tour est la moitié de la valeur sans TMD
soit 0,015 m.s™2 et on a Tyes = bmax/w% = 0,0139 m. Méme ordre de
grandeur que précédemment.

5 Limites du modele : autres résultats expérimentaux

Le mouvement de la Tour n’est plus sinusoidal pur, il est si-
nusoidal amorti de la forme 2 = Xg.e ™. cos(wt).

L’équation différentielle du mouvement de la Tour s’écrit m&+ht+kx =
o. L’équation en r est de la forme r? + hr/m + wg = 0 dont les racines sont

—h/mxE+/(h/m)?—4w?
2

devant wg on peut écrire 7 = —h/2m + iwg. Ainsi x = Xj.e cos(wot).
A DVinstant t = 0 I’énergie mécanique est proportionnelle au carré de ’am-
plitude XOQ. Une période plus tard Pamplitude n’est plus que Xg.eTo/2m
la variation relative d’énergie vaut donc 1 — e "To/m = 0,02. Avec Ty =
2my/m/k hTy/m = 2rh/vkm = 47 et on a 0,98 = e~*™ d’ol1 l'on tire

. En supposant h/m suffisamment petit
—ht/2m

de la forme r =

n = —1In(0,98)/4m = 1,60

On dispose d’un accélérometre précis a moins de 1% preés et
on provoque un choc rapide au sommet de la Tour en projetant une masse
convenable et en prévoyant son point de chute. L’étude de 'accélération
ultérieure permet de déterminer Ty et n, d’ou le taux de dissipation.



6 Comportement fréquentiel du TMD :analogie

électrique
En revenant au domaine des pulsations on peut écrire la fonction

de transfert H; = U/X sous la forme :

2

w
H, —
=1 2wt — w? + 2in fw
2
w
G = H =
1(w) = [Hy| \/(,6’%8 )
2m1 Bw
tan(d1) = 5 52
0

w—0 G —0 ¢1—m
w<Pwy ¢1>0 w=Pw ¢1=7/2
w—o00 tan(¢;) -0 ¢ —0

On peut ainsi tracer les diagrammes asymptotiques donnant 20.log[G1(w)]
et ¢1(w) en fonction de &log(w) ou £ est un coefficient d’échelle. Pour ne
pas encombrer les graphiques on ne mettra que les valeurs de w sur ’échelle
logarithmique
201og(G1) t o1
Buwo ¢ log(w)

12 dB/octgve

Bwo ¢ log(w)

Pour savoir quand Gi(w) peut passer par un maximum on divise le
numeérateur et le dénominateur par w?, il vient

1
- 1 4 2322 >
VI T
Posons pour simplifier o = w3 /w? le terme sous le radical s’écrit

Bo? + 477%%0 — 200 —1
wo

Gy
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C’est un trinéme du second degré avec premier coefficient positif, il passe
donc par un minimum pour

2435,
wo

o=p(1

Comme o est un carré cette valeur doit étre positive et donc

2
2 _ W

< —
=54

On constate bien que G passe par un maximum pour des valeurs faibles de
I’amortissement.

On veut réaliser un filtre passe-haut avec un circuit R, L,C
série. On applique la tension d’entrée aux bornes du circuit et on recueille
la tension de sortie aux bornes de la bobine. La fonction de transfert en
amplitude complexe s’écrit :

Us iLw
H=—= . .
U R+iLlw+1/iCw
H— —LCw?

iRCw — LCw? + 1

Comparons avec la valeur de

W
== —w?/w? + 2imw/wy + 1

On constate, qu’au signe pres, on a la méme forme et qu’il suffit de prendre
1/LC = w? = f%wi et 2n1 /w1 = RC

Avec les valeurs numériques de ’énoncé on trouve LC = 0, 98 R/L =
0,38. si on prend L = 10 Henry on trouve C' = 98 mF’, ce qui est énorme et
ne se trouve que pour des condensateurs électrochimiques dont les valeurs
ne sont pas garanties. Et on a R = 3,8 Ohms

Pour le calcul on supposé que la bobine avait une résistance nulle or cela
est rigoureusement impossible et cette analogie ne peut pas fonctionner. Ce
type de méthode date des années 1920 du temps ou 1’électronique s’appelait
encore la T.S.F. et ou les ordinateurs n’existaient pas encore.Actuellement
on n’a plus besoin de cette vieillerie et il est étonnant qu’on y fasse encore
allusion !

Pour finir de répondre a la question pour changer le signe de la fonc-
tion de transfert il suffit d’utiliser un amplificateur opérationnel en montage
inverseur. Si on veut simuler le comportement de la Tour a l'aide d’une
maquette électrique on peut aussi utiliser des montages a amplificateurs
opérationnels dérivateurs pour reproduire les équations différentielles du
systeme.



7 Considérations énergétiques

La seule force intérieure qui travaille est la force de frotte-
ment fluide. Pour simplifier le calcul posons u = wugcos(wt). Alors @ =

—wug sin(wt). Pour une variation élémentaire de déplacement du le travail
élémentaire de cette force est

dW = —hjwsin(wt).du = hy(wug)? sin?(wt)dt
Intégrons sur une période

1 — cos2wt.p

W = hy(wug)? 5 1 = hy(wug)*T/2

D’autre part ug = G1.x9. La puissance moyenne vaut donc :
< P >= W/T = hl(wG1x0)2/2

On donne p; =< Py > /23 = h1G3w?/2. Le systéme u(t)
fonction de z(t) est un filtre passe-haut. Pour w faible le "nouveau u” est
faible et la puissance dissipée est faible.Pour 71 = 0,2 il y a un maximum
de I'amplitude qui correspond & la bosse sur la courbe, puis la puissance
réduite continue & augmenter.

Le déphasage ¢;(u) doit étre de 180° pour avoir I'opposition
de phase. Si le systeme électronique d’asservissement a un défaut de fonc-
tionnement, le remede peut étre pire que le mal (mise en phase). On peut
rapprocher un tel systeme de I'absorption acoustique active qui, depuis plus
de trente ans qu’on 1’étudie, n’arrive pas a fonctionner correctement.
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