
1ENS de Paris Filière PC 2008Intera
tion d'une onde éle
tromagnétique ave
des nanosphère métalliques 1Q 1 ne = dρeauNA

M = 5, 85.1022 cm−3Q 2 dp
dt = −eE− p
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ombine les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampère :

rotE = −∂t B ⇒ rot rotE = −∂trotB ⇒ grad div E−∆E = −∂t(µ0j+ µ0ǫ0∂tE)Ave
 la forme proposée pour E, div E = ∂zE = 0. Comme ∂t = −iω, il vient enéliminant j
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E = 0Q 5 ωp = 1, 36.1016 rad.s−1, νp = 2, 17.1015 Hz, Ep = hνp = 8, 98 eV, λp = 138 nmultra-violet.Q 6 On 
al
ule numériquement γ = 3, 0.1013 s−1 alors que dans le visible ou l'infrarouge,
ω ≃ 1015 rad.s−1. On a don
 γ ≪ ω 
e qui autorise le développement limité
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Il en résulte
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ǫ2Dans l'infrarouge ou le visible, λ ≫ λp de sorte que ω ≪ ωp et ǫ1 ≃ −ω2
p

ω2 . Cetteapproximation atteint 
ependant sa limite de validité dans le bleu.Q 7 L'équation d'onde fournit k2 = ω2

c2 ǫ. On identi�e n2 = ǫ(ω). Comme γ/ω ≪ 1,

ǫ2 ≪ |ǫ1|. Alors

n2 = ǫ1(1 + i
ǫ2
ǫ1

)n ≃ ±i
√
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iǫ2
2ǫ1

)Pour une onde se propageant selon +x, on 
hoisit ℜ(n) > 0 don


n ≃ i
√
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2
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ωp

ω
+
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2

ω2
p

ω2Q 8 Ave
 n = n1 + in2, la pulsation spatiale 
omplexe s'é
rit k = (n1 + in2)
ω
c d'où le
hamp éle
trique

E = E0 uz exp
[

i(n1
ω

c
x − ωt)

]

exp
(

−n2
ω

c
x
)L'intensité de l'onde est proportionnelle à E.E∗ = exp

(
−2n2

ω
c x
). Elle s'atténue en

I0e
−αx ave
 α = 2n2

ω
cQ 9 L'infrarouge 
orrespond à la partie gau
he des 
ourbes où ~ω ≤ 2eV . Le modèleimplique n1 ≪ n2 
e qui permet d'identi�er les 
arrés gris 
omme les valeurs de

n2 et les ronds noirs 
omme 
elles de n1. La dé
roissan
e de n2 s'a

orde ave
 lesexpressions 
i-dessus. Le 
omportement aux alentours de ~ω = 4eV mérite d'être
ommenté. L'indi
e de propagation n1 augmente brutalement alors que n2 présenteun pi
 vers le bas. Cela 
orrespond à vraisemblablement à l'annulation de ǫ1 = 1− ω2
p

ω2pour ω = ωp. Dans 
e 
as en e�et, ǫ = iǫ2 et n1 = n2 = 1√
2

√
ǫ2. Cette interprétationimplique ~ωp ≃ 4eV alors que l'appli
ation numérique de la question 6 a fourni

~ωp = 8, 98 eV. La di�éren
e pourrait s'expliquer par un e�et de masse e�e
tive

meff 6= me.Q 10 Au dessus de 5 eV, les mesures montrent que n1 ≃ n2 
e que le modèle pré
édentne permet pas d'expliquer. Il faudrait tenir 
ompte des éle
trons des 
ou
hes d dumétal.



2Q 11 Le potentiel dipolaire s'é
rit ave
 les notations de l'énon
é

d3V (r) =
1

4πǫ0

d3p.(r − r′)

|r − r′|3Q 12 V (r) =
∫

V d3V (r) =
∫

V
1

4πǫ0

P(r′).(r−r′)
|r−r′|3 d3r′Q 13 On note ur′r le ve
teur unitaire dirigé de r′ vers r

r − r′

|r − r′|3 =
ur′r

|r − r′|2 = − urr′

|r− r′|2 = grad
1

|r− r′|Q 14 Utilisons les relations d'analyse ve
torielle fournies au début de l'énon
é.
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3r′

=
1

4πǫ0

∫∫∫

V
div

(
P

|r − r′|

)

d3r′ − 1
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S

P

|r − r′| .dS +
1

4πǫ0

∫∫∫

V
− div P

|r− r′|d
3r′Ce qui 
orrespond à la forme proposée par l'énon
é ave
 ρp = −div p et σp = P.n.Q 15 div D = ǫ0div E + div P. Utilisons l'équation de Maxwell-Gauss en tenant 
omptedes 
harges libres et des 
harges de polarisation. div D = ρl + ρp + div P = ρlQ 16

div jp + ∂tρp = 0 ⇒ div jp − ∂tdiv P = 0 ⇒ div (jp − ∂tP) = 0

⇒ ∃M, jp − ∂tP = rotM ⇒ jp = ∂tP + rotMQ 17 É
rivons l'équation de Maxwell-Ampère en tenant 
ompte de la densité volumiquede 
ourant des 
harges libres et de 
elle des 
harges de polarisation
rotB = µ0(jl + jp + ǫ0∂tE) = µ0(jl + ∂tP + ǫ0∂tE) = µ0(jl + ∂tD)Q 18 Dans le vide, l'équation de Maxwell-Gauss div E = ρ

ǫ0

devient, en présen
e de 
hargessurfa
iques, En2 − En1 = σ
ǫ0

. De même i
i, div D = ρl 
onduira à Dn2 − Dn1 = σlou en
ore (D2 − D1).n = σl.Dans le vide, l'équation de Maxwell-Faraday permet de montrer que (E2−E1)×n =
0. Comme 
ette équation lo
ale n'est pas remise en 
ause dans le diéle
trique, la
ondition de passage demeure appli
able.

Q 19 D = ǫ0E + ǫ0χE = ǫ0(1 + χ)E. On identi�e ǫr = 1 + χ, expression qui montre que

χ est sans dimension. L'équation de Maxwell-Gauss devient div E = ρl

ǫ .Q 20 Dans un isolant jl = 0. Pour une onde transverse div D = 0 don
 ρl = 0. Onétablit 
omme dans le vide l'équation de propagation en 
ombinant les équationsde Maxwell-Ampère et Maxwell-Faraday, à 
e
i près que ǫrǫ0 se substitue à ǫ0. Onobtient

∆E − ǫr

c2

∂2E

∂t2
= 0Q 21 Pour une OPPM 
ela s'exprime par k2 = ǫr

ω2

c2 , l'indi
e est dé�ni par n2 = ǫr.Q 22 Comme λ ≫ R, le 
hamp est presque uniforme à l'é
helle de la sphère. Par ailleurs,

λ = cdT ≫ R est la 
ondition usuelle autorisant l'ARQS.Q 23 En supposant les sphères uniformément réparties sur un réseau 
ubique, 
ha
une setrouve dans un 
ube de volume d3
s et V = Nsd

3
s. Don
 d3

s = V/Ns = Vs/f = 4
3πR3/fet

ds = R 3

√
4π

3f
≃ R 3

√
4

f
(ordre de grandeur)Pour f = 10−4 on obtient ds = 34R. Les sphères sont su�samment éloignées pournégliger leur in�uen
e ré
iproque ; on se ramène à l'étude d'une sphère unique.Q 24 Dans le 
adre de l'ARQS, E = −gradV . Le préambule de 2.1 pré
ise qu'il n'y a pasde 
harge libre don
 div E = 0 et ∆V = 0.Q 25 Le problème est invariant par rotation autour de l'axe (0z). En 
oordonnées sphé-riques le potentiel ne dépend don
 pas de φ.Q 26 On doit résoudre l'équation de Lapla
e dans deux milieux distin
ts ; a priori les
oe�
ients aj et bj di�èrent entre l'intérieur et l'extérieur de la sphère.Q 27 Pour r → 0, ni le 
hamp ni le potentiel ne doivent présenter de singularité 
e quiimpose bs

j = 0.Q 28 Loin de la sphère, son in�uen
e devient négligeable et le 
hamp tend vers le 
hamplo
al El = El uz dérivant du potentiel −Elz = −Elr cos θ. Quand r → ∞, bj

rj+1 → 0.On a don

∞∑

j=0

ad
jr

j Pj(cos θ) = −Elr cos θEn identi�ant les 
oe�
ients sur la base des polyn�mes de Legendre, on obtient

ad
1 = −El ad

j 6=1 = 0



3Q 29 Le potentiel éle
trostatique est 
ontinu en r = R :

∞∑

j=0

(

ad
jR
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bd
j

Rj+1

)

Pj(cos θ) =

∞∑

j=0

as
jR

j Pj(cos θ)En identi�ant les 
oe�
ients, on obtient 
ompte-tenu de la question pré
édente

j 6= 1
bd
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jR
j

j = 1 − ElR +
bd
1

R2
= as

1RQ 30 La 
omposante du 
hamp normale à l'interfa
e sphérique est i
i la 
omposante radiale

Er = −∂V
∂r . En l'absen
e de 
harge libre Dr est 
ontinue d'après la question 18, soit

ǫ∂V (R−)
∂r = ǫd

∂V (R+)
∂r ou en
ore

ǫ

∞∑

j=0

as
j jRj−1Pj(cos θ) = ǫd

∞∑

j=0

(

ad
j jRj−1 −

(j + 1)bd
j

Rj+2

)

Pj(cos(θ))L'identi�
ation des 
oe�
ients fournit
j 6= 1 − ǫd

(j + 1)bd
j

Rj+2
= ǫas

jjR
j−1

j = 1 − ǫd

(

El +
2bd

1

R3

)

= ǫas
1Q 31 Les deux équations démontrées dans les question 29 et 30 pour j 6= 1 
onstituent unsystème linéaire aux in
onnues as

j et bd
j . On les résout fa
ilement pour trouver

j 6= 1 as
j = 0 bd

j = 0De même on a obtenu deux équations linéaires aux in
onnues bd
1 et as

1 qu'on résoutave
 à peine plus d'e�orts pour obtenir

bd
1 = ElR

3 ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd

as
1 = −Elǫd

3

2ǫd + ǫConnaissant les valeurs des 
oe�
ients, nous pouvons maintenant é
rire l'expression
omplète du potentiel

r ≤ R V s = − 3ǫdEl

2ǫd + ǫ
cos θ

r ≥ R V d = Elr

(

−1 +
R3

r3

ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd

)

cos θ

Q 32 Dans la sphère V s = − 3ǫd

ǫ+2ǫd
Elz et Es = −gradV s = 3ǫd

ǫ+2ǫd
El uz. On remarque que

Es est uniforme. Il résulte de la superposition de El et du 
hamp dépolarisant Ed
réé par les 
harges surfa
iques apparues sur la sphère :

Es = El + Ed → Ed = Es − El =

(
3ǫd

ǫ + 2ǫd
− 1

)

El ⇒ Ed =
ǫd − ǫ

ǫ + 2ǫdQ 33 Le potentiel et le 
hamp à l'extérieur résultent de même de la superposition de El,dérivant du potentiel Vl = −Elr cos θ, et du 
hamp 
réé par les 
harges surfa
iquesdérivant d'un potentiel Vcree :

V d = Vl + Vcree → Vcree = V d + Elr cos θ

Vcree =
ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd

R3

r3
Elr cos θOn re
onnaît le potentiel dipolaire p cos θ

4πǫ0r2 
réé par un dip�le de moment

p = 4πǫ0
ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd
R3El = 3ǫ0

ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd
VsEl uz 
ar Vs =

4

3
πR3Q 34 Il n'est pas fa
ile de tra
er les lignes de 
hamp si on ne les a jamais vues avantl'épreuve ! On s'appuie sur les remarques suivantes :� Loin de la sphère on retrouve les lignes de 
hamp re
tilignes 
orrespondant à El� Dans la sphère, le 
hamp uniforme donne aussi des lignes de 
hamp re
tilignes� A l'extérieur on 
al
ule

Ed = El

(

1 + 2
ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd

R3

r3

)

cos θ ur + El

(
ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd

R3

r3
− 1

)

sin θ uθPour θ = π/2, le 
hamp est dirigé selon uθ 
olinéaire à uz. E(r = R, θ = π/2) =

− 3ǫd

ǫ+2ǫd
El de norme supérieure à El grâ
e à l'hypothèse ∣∣∣ 3ǫd

ǫ+2ǫd

∣
∣
∣ > 1. Don
 leslignes de 
hamp se resserrent en s'appro
hant de la sphère.On en déduit l'allure les lignes de 
hamp tra
ées 
i-dessous ave
 Maple dans le 
as

ǫ = −4, ǫd = 1.5. Près de la boule, le 
hamp purement dipolaire asso
ié à p estde sens 
ontraire à El. Ave
 les valeurs numériques 
hoisies on obtient une zone de
hamp inversé où le terme dipolaire l'emporte.
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Q 35 Comme δP représente le moment dipolaire volumique asso
ié à la présen
e dessphères, on l'obtient en multipliant le moment dipolaire p d'une sphère unique parle nombre de sphères par unité de volume Ns/V :
δP =

Ns

V
3ǫ0

ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd
VsEl = 3fǫ0

ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd
ElQ 36 Soit P le ve
teur polarisation en l'absen
e de sphères. Il devient Ptot = P + δP enleur présen
e. Par dé�nition de ǫ on a :

P = ǫ0(ǫd − 1)E

P + δP = ǫ0(ǫeff − 1)EPar di�éren
e on obtient δP = ǫ0(ǫeff − ǫd)E.Q 37 La relation de Lorenz-Lorentz permet de transformer le résultat de la question 35 :
δP = 3fǫ0

ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd

(

ǫdE +
δP

3ǫ0

)

⇒ δP

(
ǫ + 2ǫd

3fǫ0(ǫ − ǫd)
− 1

3ǫ0

)

= ǫdE

La question 36 permet d'éliminer E = δP
ǫ0(ǫeff−ǫd) pour obtenir

δP

(
ǫ + 2ǫd

3fǫ0(ǫ − ǫd)
− 1

3ǫ0

)

= ǫd
δP

ǫ0(ǫeff − ǫd

ǫ + 2ǫd

3f(ǫ − ǫd)
− 1

3
=

ǫd

ǫeff − ǫdCette relation se transforme par des manipulations élémentaires en

f
ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd
=

ǫeff − ǫd

ǫeff + 2ǫdQ 38 La relation pré
édente s'é
rit en
ore

f
ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd
=

δǫ

3ǫd + δǫ
⇒ δǫ =

3ǫdf
ǫ−ǫd

ǫ+2ǫd

1 − f ǫ−ǫd

ǫ+2ǫd

≃ 3ǫdf
ǫ − ǫd

ǫ + 2ǫd

au premier ordre en fQ 39 La pulsation spatiale est donnée par k = nω
c ave
 n2 = ǫeff = ǫeff1 + iǫeff2 =

ǫeff1(1 + i ǫeff2
ǫeff1

). A l'ordre le plus bas en f on en déduit

n ≃ √
ǫd

(

1 +
1

2
i
ǫeff2

ǫeff1

)

= n1 + in2

n1 = nd =
√

ǫd n2 =
9

2

ǫ
3/2
d ǫ2

(ǫ1 + 2ǫd)2 + ǫ22Le 
oe�
ient d'extin
tion est donné par

α = 2n2
ω

c
=

9fǫ2n
3
d

(ǫ1 + 2ǫ2)2 + ǫ22

ω

cQ 40 D'après la question 6, ǫ1 = 1 − ω2
p

ω2 et ǫ2 =
γω2

p

ω3 . On en déduit

α =
9fn3

d

c

γω2
p

[

(1 + 2ǫd)ω − ω2
p

ω

]2

+
(

γω2
p

ω2

)2Le terme entre 
ro
hets au dénominateur se ren
ontre usuellement dans les �ltrespasse-bande. Il s'annule pour la pulsation
ωRPS =

ωp√
1 + 2ǫd



5Le se
ond terme du dénominateur représente la fon
tion C(ω) de l'énon
é. On ad-met qu'il varie relativement peu autour de ωRPS de sorte qu'on peut le supposer
onstant : C(ω) ≃ C(ωRPS). Dans 
e 
as, α se présente 
omme la fon
tion detransfert d'un �ltre passe-bande et présente un maximum pour ω = ωRPS . Ce rai-sonnement simpli�é se justi�e par la petitesse de γ (γ ≪ ωp). Par 
ontre, la pulsationde résonan
e ωRPS est du même ordre de grandeur que ωp. Il n'est don
 pas légi-time de supposer ω ≪ ωp pour é
rire que ǫ1 = 1 − ω2
p

ω2 ≃ −ω2
p

ω2 (approximation dela question 6). Si on le fait néanmoins, on obtient le résultat proposé par l'énon
é 2

ωRPS =
ωp√
2ǫd

.Q 41 Autour de ωRPS , 
ontinuons à approximer C(ω) par C(ωRPS).
X =

[

(1 + 2ǫd)ω −
ω2

p

ω

]2

+

(

γω2
p

ω2
RPS

)2A la résonan
e le premier terme s'annule et X atteint sa valeur minimale Xmin =
(

γω2
p

ωp

)2. La largeur à mi-hauteur s'obtient lorsque X = 2Xmin soit
[

(1 + 2ǫd)ω −
ω2

p

ω

]2

=

(

γω2
p

ω2
RPS

)2

(1 + 2ǫd)ω −
ω2

p

ω
= ±

γω2
p

ω2
RPS

ω2 ∓ γ ω − ω2
RPS = 0On en déduit 2 équations du se
ond degré en ω. Dans 
ha
une d'elles on retient lara
ine positive pour trouver les deux pulsations délimitant le pi
 de résonan
e :

ω1,2 =
±γ ±

√
∆

2D'où la largeur de bande

ω2 − ω1 = γComme γ ≪ ωp, la résonan
e est très aiguë, ω2 et ω1 sont pro
hes de ωRPS 
e quijusti�e a posteriori l'approximation C(ω) ≃ C(ωp).2Le plasmon de surfa
e a été largement étudié dans les agrégats de métaux al
alins depuis les an-nées 1990. Le modèle 
lassique étudié dans 
e problème, développé par Mie au début du XXesiè
leprédit la pulsation de résonan
e ωRPS =
ωp

√

1+2ǫd

. Une référen
e en ligne : http ://www-lasim.univ-lyon1.fr/IMG/pdf_LermeGDR.pdf

Q 42 Les points expérimentaux se situent près d'une droite ; on peut don
 proposer uneloi du type

γ =
1

τ
+

a

RL'ordonnée à l'origine 1
τ , di�
ilement lisible, est 
omprise entre 0 et 0,03 eV. Laquestion 6 indique de ~γ = ~/τ = 20meV dans le 
as d'un milieu illimité (R → ∞) :les deux valeurs sont 
ompatibles.Q 43 Comme γ est l'inverse d'un temps et R une longueur, a possède la dimension d'unevitesse. Introduisons le temps τ1 = R/a . On a

γ =
1

τ
+

1

τ1Le se
ond terme représente un e�et dissipatif qui disparaît quand R → ∞. Le temps

τ1 = R/a = d/(2a), peut s'interpréter 
omme le temps mis par un éle
tron pourtraverser la nanosphère à la vitesse 2a. Dans 
e 
ontexte 2a représente la vitesse deséle
trons dans le nuage éle
tronique. Les � 
ollisions � de l'éle
tron sur la surfa
e dela sphère entraînent un amortissement du plasmon.Q 44 A partir du graphique nous obtenons a = 8, 7.105 m.s−1 ou 2a = 1, 7.106 m.s−1. 3Q 45 Se reporter au 
ours pour la démonstration de l'équation traduisant lo
alement lepremier prin
ipe en l'absen
e de terme sour
e :

div jQ + ρcp∂tT = 0où ρ désigne la masse volumique du matériau et cp sa 
apa
ité 
alori�que massique.Q 46
div (−λgradT) + ρcp∂tT = 0 ⇒ ∆T − ρcp

λ
∂tT = 0la di�usivité thermique est donnée par D = λ

ρcpQ 47 L'analyse dimensionnelle de l'équation pré
édente montre que D s'exprime en m2s−1.Pour l'eau D = 1, 4.10−7 m2.s−1.Q 48 Les sphères se polarisent sous l'e�et du 
hamp alternatif. Le mouvement ave
 frot-tement des éle
trons est à l'origine d'une dissipation d'énergie que l'on peut 
onsi-dérer 
omme une � sour
e lo
ale de 
haleur �. La puissan
e instantanée varie sur desé
helles de temps de l'ordre de la période de l'onde éle
tromagnétique, très inférieureà la se
onde. On peut don
 la rempla
er par sa moyenne temporelle. Par ailleurs onpeut aussi moyenner spatialement à une é
helle L grande devant ds = 43R ≃ 430 nm3La littérature fournit une vitesse de Fermi de 1, 4.10
6
m.s

−1 dans l'argent, 
e qui 
on�rme l'interpré-tation donnée i
i.



6de manière à 
onsidérer la puissan
e volumique uniforme. L'étude des variationstemporelles à l'é
helle t = 1 s né
essite la prise en 
ompte des variations spatialesjusqu'à une é
helle au moins aussi petite que √
Dt = 3, 7.10−4 m. Pour satisfaire lesdeux 
onditions on 
hoisira un élément de volume dont la longueur est de l'ordre de

10−5 m.Q 49 Notons p le terme sour
e, en W.m−3.Les équations des questions 45 et 46 deviennentrespe
tivement
div jQ + ρcp∂tT = p ∆T − 1

D
∂tT = −p

λQ 50 On utilise la di�usivité thermique de l'eau 
ar elle est le prin
ipal 
onstituant destissus biologiques. La durée à ne pas ex
éder pour que la di�usion thermique l'altèrepar les tissus avoisinants est τRT
= R2

T /D = 7.102 s. Par pruden
e, ne pas dépasserquelques minutes de traitement !Q 51 Par transparen
e, les tissus humains transmettent surtout le rouge. On peut s'enrendre 
ompte en 
ollant une petite tor
he éle
trique à la pulpe des doigts ou, plusamusant, 
ontre une joue à l'intérieur de la bou
he ! D'où l'utilisation d'un laserréglé sur 860 nm qui traverse de manière optimale les tissus sains pour atteindre latumeur.Q 52 D'après de pré
édentes questions, l'intensité dé
roît dans la tumeur selon I(z) =
I0e

−αz. La puissan
e absorbée en traversant l'épaisseur dz vaut dP = SI(z) −
SI(z + dz) = −SdI = SI0αe−αzdz 
e qui 
orrespond à une puissan
e volumique

p =
dP

Sdz
= αI0e

−αzOn peut moyenner 
ette quantité sur le volume de la tumeur :
pm =

1

RT

∫ RT

0

pdz =
I0

RT

(
1 − e−αRT

)
= 0, 39 W.cm−3Q 53 En négligeant la di�usion thermique vers l'extérieur de la tumeur, le premier prin
ipes'é
rit pmV ∆t = ρcpV ∆T d'où

∆T =
pmt

ρcp
= 34 KA partir d'une température initiale de l'ordre de 37�C, 
ela 
onduit à une tempé-rature �nale supérieure à 60�C don
 à la mort des 
ellules 
an
éreuses.Q 54 La for
e F est proportionnelle au nombre de ressorts en parallèles don
 à A0, etinversement proportionnelle au nombre de ressorts en série, don
 à L0.

Q 55 L'analyse dimensionnelle de la relation fournie par l'énon
é montre que E est ho-mogène à une for
e par unité de surfa
e, on l'exprime en Pa.Q 56 L'élément 
onsidéré a pour volume r2 sin θdrdθdφ, pour masse ρr2 sin θdrdθdφ etpour quantité de mouvement ρr2 sin θdrdθdφ∂tu er. Finalement

dp

dt
= ρr2 sin θdrdθdφ

∂2u

∂t2
erQ 57 Au repos l'élément 
onsidéré a pour longueur dr. A l'instant t pendant le mouvement,sa limite inférieure se trouve en r+u(r, t) et sa limite supérieure en r+dr+u(r+dr, t).Sa nouvelle longueur est don


dr′ = [r + dr + u(r + dr, t)] − [r + u(r, t] = dr + u(r + dr, t) − u(r, t)L'allongement qui joue le r�le de δl dans l'expression de F vaut don
 dr′ − dr =
u(r+dr, t)−u(r, t). La se
tion de l'élément orthogonalement au dépla
ement, jouantle r�le de A0, vaut quant à elle r2 sin θdθdφ. D'où

Fr = E
r2 sin θdθdφ

dr
(u(r + dr, t) − u(r, t)) = Er2 ∂u

∂r
sin θdθdφQ 58 Pour bien 
omprendre il faut reproduire la �gure 6 de l'énon
é en 3 dimensions pourbien visualiser les éléments de volume et de surfa
e en 
oordonnées sphériques. Onvoit que l'élément s'allonge non seulement selon er mais aussi selon eφ. Dans 
ettedire
tion, sa longueur passe de r sin θdφ au repos à (r + u) sin θdφ en mouvement,d'où l'allongement u sin θdφ. La se
tion orthogonale à eϕ jouant le r�le de A0 est i
i

rdrdθ. D'où l'intensité des for
es F1 et F2 :

F1 = F2 = E
rdrdθ

r sin θdφ
u sin θdφ = EudrLeurs proje
tions sur eϕ se 
ompensent alors que 
elles sur er se 
umulent. Ellesfont intervenir − sin(dφ/2) ≃ dφ/2 pour la proje
tion sur le ve
teur radial uρ des
oordonnées 
ylindriques, puis sin θ pour la proje
tion sur er :

F1 + F2 = −2Eudr
dφ

2
sin θ erPour les for
es F3 et F4 asso
iées à l'allongement selon eθ on a A0 → drr sin θdφ,

L0 → rdθ, δl → udθ et la proje
tion sur er fait intervenir − sin(dθ/2). On obtientdon
 le même résultat. Finalement
Ft = F1 + F2 + F3 + F4 = −2Eu(r, t)dr sin θdθdφ er



7Q 59 Appliquons le prin
ipe fondamental de la dynamique à l'élément de matière :

dp

dt
= Ft + Fr(r + dr, t) − Fr(r, t)

= Ft + dr
∂Fr

∂r

ρr2 sin θdrdθdϕ
∂2u

∂t2
= −2Eu(r, t)dr sin θdθdφ + E sin θdθdφ

∂

∂r

(

r2 ∂u

∂r

)

r2 ρ

E

∂2u

∂t2
= −2u + 2r

∂u

∂r
+ r2 ∂2

∂r2

∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r
− 2

r2

u

r2
− 1

v2
s

∂2u

∂t2
= 0où vs =

√

E/ρ représente la vitesse du son dans le matériau.Q 60 Dans l'argent vs = 2, 81.103 m.s−1.Q 61 Pour r → 0, u → 0 sans quoi le matériau présenterait une rupture au 
entre.Q 62 En r = 0 la 
ontrainte radiale Fr s'annule don
 ∂u
∂r (R, t) = 0.Q 63

∂2û

∂r2
+

2

r

∂û

∂r
− 2

r2
û +

ω2

v2
s

û = 0Q 64

dû

dr
=

dû

dξ

dξ

dr

=
ωs

vs
A

[

− 2

ξ3
(ξ cos ξ − sin ξ) +

1

ξ2
(cos ξ − ξ sin ξ − cos ξ)

]

=
ωsA

vsξ3

(
−2ξ cos ξ + 2 sin ξ − ξ2 sin ξ

)La 
ondition de bord dû
dr = 0 s'exprime par la nullité de la parenthèse pour ξ = ξR,
e qui fournit

−2ξ cos ξ + (2 − ξ2) sin ξ = 0 → tan ξR =
ξR

1 − ξ2
R

2Q 65 Une étude rapide de la fon
tion f(ξ) = ξ
1−ξ2/2 montre qu'elle est 
roissante sur

[0,
√

2[ et sur ]
√

2, +∞[. Elle présente une asymptote verti
ale d'équation ξ =
√

2 etune asymptote horizontale y = 0 quand ξ → ∞. Au voisinage de 0, f(ξ) ∼ ξ + ξ3

2

alors que tan(ξ) ∼ ξ + ξ3

3 . La fon
tion f 
roît don
 plus rapidement que tan. Cesarguments permettent de tra
er 
orre
tement les deux 
ourbes représentatives sur

[0, +∞[. Le tra
é informatisé est présenté 
i-dessous et les solutions, interse
tionsdes deux 
ourbes, sont signalées par des 
er
les. La première est 
omprise entre π/2et π. Pour les grandes valeurs de n, ξn est pro
he de π :

ξn =
ωsR

vs
≃ nπ

tan x f x

x
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

K5

K4

K3

K2

K1

0

1

2

3

Q 66 La période du mode de rang n est
Tn =

2π

ωn
=

2πR

ξnvsUne résolution numérique donne ξ1 = 2, 08. Pour R = 3 nm, T1 = 11 ps. Pour

R = 3 nm, T1 = 2, 5 ps. Ces valeurs sont pro
hes des pseudopériodes visibles sur la�gure 5. La modulation de transmission s'explique don
 par l'ex
itation du mode derespiration a
oustique de rang 1.


