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Interaction d’une onde électromagnétique avec

des nanosphére métalliques
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Q 4 On combine les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampére :

rot E=—0,B = rotrot E = —9;rot B = grad divE — AE = —0;(uoj + poco L E)
Avec la forme proposée pour E, divE = 0. F = 0. Comme 9J; = —iw, il vient en
éliminant j
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wp = 1,36.10 rad.s7 1, v, = 2,17.10'° Hz, E, = hy, = 8,98¢eV, A\, = 138nm
ultra-violet.

Q6

On calcule numériquement v = 3,0.10'3s~! alors que dans le visible ou I'infrarouge,
w~10%rad.s~!. On a donc v < w ce qui autorise le développement limité
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I'Solution proposée par A. Domps et G. Requin. Merci de nous signaler les erreurs, énormes ou minimes,
a 'adresse domps.andre@neuf.fr
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Q 10

Il en résulte
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Dans l'infrarouge ou le visible, A > A, de sorte que w < w, et € ~ —%. Cette

approximation atteint cependant sa limite de validité dans le bleu.
L’équation d’onde fournit k% = “c’—je. On identifie n? =

€2 < le1|. Alors

€(w). Comme v/w < 1,

n? = e (1 —|—ii—j)n ~ +iv/er (1 + ;i:l)

Pour une onde se propageant selon +z, on choisit %(n) > 0 donc

. | | + €2 .

n>~au €1 _— =

2y/lei] W

Avec n = ny + ing, la pulsation spatiale complexe s’écrit k = (ny + inz)% d’ou le
champ électrique

w w
E = Eyu,exp {i(nl—x - wt)} exp (—ng—:c)
c c

L’intensité de "onde est proportionnelle & E.E* = exp (—2n2%x). Elle s’atténue en
Ipe™ " avec a = 2ng %

L’infrarouge correspond a la partie gauche des courbes ou hw < 2eV. Le modéle

implique n; < ng ce qui permet d’identifier les carrés gris comme les valeurs de

no et les ronds noirs comme celles de ny. La décroissance de ny s’accorde avec les

expressions ci-dessus. Le comportement aux alentours de hw = 4eV mérite d’étre

commenté. L’indice de propagation ny augmente brutalement alors que ns présente

2

un pic vers le bas. Cela correspond & vraisemblablement & I’annulation de ¢; = 1— %
pour w = wp. Dans ce cas en effet, e = iex et Ny =ny = %\/6 Cette interprétation
implique hw, ~ 4eV alors que 'application numérique de la question 6 a fourni
hwy, = 8,98eV. La différence pourrait s’expliquer par un effet de masse effective
Meff 75 Me.

Au dessus de 5eV, les mesures montrent que ny ~ ns ce que le modéle précédent

ne permet pas d’expliquer. Il faudrait tenir compte des électrons des couches d du
métal.
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Le potentiel dipolaire s’écrit avec les notations de 1’énoncé

1 &®p.(r—1')
d®V(r) =
(x) ey |r — 1|3
P
= [ @V(r Y T (Tr) Ecr|3r L

On note u,, le vecteur unitaire dirigé de r’ vers r

r—r’ Upy

/|2

v —r'[2

= — = d
[r —r/|3 r —r gra [r — 1’|

Utilisons les relations d’analyse vectorielle fournies au début de 1’énoncé.

1 1
= /// P.grad —d®r’
4reg v |r — 1’|
1 P 1
= —/// div ( —— d*r’ — divP d*’
4reg v |r — | |r — 1/

1 // P /// leP
dmey J)s |r — r'| 47T€0 v — 1’|
Ce qui correspond a la forme proposée par I’énoncé avec p, = —divp et 0, = P.n.

divD = ¢pdiv E + div P. Utilisons 1’équation de Maxwell-Gauss en tenant compte
des charges libres et des charges de polarisation. divD = p; 4 p, +divP = p

divjp + Ospp = 0= divjp — Oy divP = 0 = div (jp
= M, jp, — P =rot M = j, = &;P + rot M

Ecrivons I'équation de Maxwell-Ampére en tenant compte de la densité volumique
de courant des charges libres et de celle des charges de polarisation

rot B = 1o(ji +Jjp + €00:E) = po(ji + 0:P + €00:E) = po(ji + 9:D)
Dans le vide, I'équation de Maxwell-Gauss div E = £ devient, en présence de charges
surfaciques, F,s — E,1 = ei De méme ici, divD = p; conduira & Dy2 — D;,; = oy
ou encore (Dy — D1).n = oy.
Dans le vide, I’équation de Maxwell-Faraday permet de montrer que (Ez—Eq) xn =
0. Comme cette équation locale n’est pas remise en cause dans le diélectrique, la
condition de passage demeure applicable.
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Q 28

D = ¢oE + coxE = ¢o(1 + x) E. On identifie ¢, = 1 4 , expression qui montre que
X est sans dimension. I’équation de Maxwell-Gauss devient divE = 2.

Dans un isolant j; = 0. Pour une onde transverse divD = 0 donc p; = 0. On
établit comme dans le vide I’équation de propagation en combinant les équations
de Maxwell-Ampére et Maxwell-Faraday, & ceci prés que €,.¢¢ se substitue a ¢p. On
obtient,

¢ O°E B

2oz

Pour une OPPM cela s’exprime par k2 = er“c’—j, I’indice est défini par n? = e,.

Comme A > R, le champ est presque uniforme a I’échelle de la sphére. Par ailleurs,
A =c4T > R est la condition usuelle autorisant ’ARQS.

En supposant les sphéres uniformément réparties sur un réseau cubique, chacune se
trouve dans un cube de volume d? et V = N,d3. Donc d3 = V/Ns =V, /f = 7R3/ f

et
4am 4
ds = R{/|— ~ R{/— (ordre de grandeur
Var =7 ( )

Pour f = 10~% on obtient ds = 34R. Les sphéres sont suffisamment éloignées pour
négliger leur influence réciproque ; on se rameéne & 1’étude d’une sphére unique.

Dans le cadre de ’'ARQS, E = —grad V. Le préambule de 2.1 précise qu’il n’y a pas
de charge libre donc divE =0 et AV = 0.

Le probléme est invariant par rotation autour de 'axe (0z). En coordonnées sphé-
riques le potentiel ne dépend donc pas de ¢.

On doit résoudre I’équation de Laplace dans deux milieux distincts; a priori les

coefficients a; et b; différent entre I'intérieur et 'extérieur de la spheére.

Pour » — 0, ni le champ ni le potentiel ne doivent présenter de singularité ce qui
impose b5 = 0.

Loin de la sphére, son influence devient négligeable et le champ tend vers le champ

local E; = E;u, dérivant du potentiel —F;z = —E;r cosf. Quand r — oo, % — 0.
On a donc

Z a‘jrj Pj(cosf) = —Ejrcosd

=0

En identifiant les coefficients sur la base des polyndémes de Legendre, on obtient

af =—F a?# =0
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Q 30

Q 31

Le potentiel électrostatique est continu en r = R :

0o bd
dRI 4 .
Z ( ‘R R +1> P;j(cosb)

Jj=0
En identifiant les coefficients, on obtient compte-tenu de la question précédente

= Z ajRj P;j(cosb)

J=0

d
j 7& 1 RJ]+1 = G/;RJ
bd
j=1 —EIR+R—12:a§R
La composante du champ normale & 'interface sphérique est ici la composante radiale
E,. = ‘9‘:. En I’absence de charge libre D, est continue d’apreés la question 18, soit
avéf ) — edavéfﬂ ou encore
Joe) oo ( . d
e i1 G
eZangJ 1Pj(0089)=€dz<a§ljRJ 1_RTQJ P;(cos(0))
j=0 j=0
L’identification des coefficients fournit
: (7 + 1)b§ e
J#1 _EdRTZJ =eajj I’ !

2b¢ .
R3 = eal

Les deux équations démontrées dans les question 29 et 30 pour j # 1 constituent un
systéme linéaire aux inconnues aj et b;-l. On les résout facilement pour trouver

jZl _€d<El

. s __ d __
j#1 a; =0 b;=0

De méme on a obtenu deux équations linéaires aux inconnues b¢ et a$ qu’on résout
avec a peine plus d’efforts pour obtenir

bl = RS S
€+ 2¢4

s _ _|
“ 1€d 2€q+ €

Connaissant les valeurs des coefficients, nous pouvons maintenant écrire I’expression
compléte du potentiel

3eqE
r<R V=-— S s
2€q + €
R? e—
r>R V%=Er 1—|——6 cd cosf
3 €+ 24

Q 32

Q 33

Q 34

Dans la sphére V* = 6;?62‘1 Eizet E® = —grad V?® = €‘:‘l))’e2dﬁd Eju,. On remarque que

Eg est uniforme. 11 résulte de la superposition de Ey et du champ dépolarisant Eq
créé par les charges surfaciques apparues sur la sphére :

36(1
€+ 2¢4

€4 — €
€+ 2¢4

ES—E1—|—Ed—>Ed—ES—E1—< —1>E1:>Ed—

Le potentiel et le champ & 'extérieur résultent de méme de la superposition de Ej,
dérivant du potentiel V; = —Ejrcosf, et du champ créé par les charges surfaciques
dérivant d’un potentiel Viyee :

Vd = ‘/l + ‘/cree — Veree = Vd + EZTCOSH

€—eq R®
Veree = ———— —E rcosf
cree e+ 26 l
On reconnait le potentiel dipolaire f;g;i créé par un dip6le de moment
Ameo—L R3E) = 3¢p— LV, E, V, = 2np?
= 47€ = O€ u car = -7
p 06+2€d 1 06+2€d syl Uz s 3

Il n’est pas facile de tracer les lignes de champ si on ne les a jamais vues avant
I’épreuve! On s’appuie sur les remarques suivantes :

— Loin de la sphére on retrouve les lignes de champ rectilignes correspondant a E
Dans la sphére, le champ uniforme donne aussi des lignes de champ rectilignes
A Textérieur on calcule

Ed=F (1425
l( + €+ 2¢eq 13 €+ 2¢eq 13

3 _ 3
—ca R >cost9u,—|—El <€—€dR— — 1> sin # ug

Pour 6 = 7/2, le champ est dirigé selon ug colinéaire a u,.

_ _3eq
e+2eq

lignes de champ se resserrent en s’approchant de la sphére.

E(r=R,0 =7/2) =
3eq
e+2e4

E; de norme supérieure a E; grace a 'hypothése ‘ > 1. Donc les

On en déduit l'allure les lignes de champ tracées ci-dessous avec Maple dans le cas
€ = —4, ¢g = 1.5. Prés de la boule, le champ purement dipolaire associé & p est
de sens contraire a E;. Avec les valeurs numériques choisies on obtient une zone de
champ inversé ou le terme dipolaire 'emporte.
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Q 35 Comme 0P représente le moment dipolaire volumique associé a la présence des
sphéres, on 'obtient en multipliant le moment dipolaire p d’une sphére unique par
le nombre de sphéres par unité de volume N;/V :

Ny € — €g
0P =—3 V.E, =3
VS0 g, VB feo

€—€g

€+ 2¢4

E,

Q 36 Soit P le vecteur polarisation en ’absence de sphéres. 1l devient Pgoy = P + 0P en
leur présence. Par définition de ¢ on a :

P=¢y(eqs — 1)E
P+ 6P = ep(eer — 1)E

Par différence on obtient 0P = ep(eer — €4) E.

Q 37 La relation de Lorenz-Lorentz permet de transformer le résultat de la question 35 :

€—¢q oP €+ 2¢4 1
oP=3 E+— P|—F+———— | =¢E
feoe + 2¢4 (€d * 3eo> = (3feo(e —€d) 360) e

oP

La question 36 permet d’éliminer E = o leor =)

pour obtenir

€+ 2¢4 1 oP
P|l—m———  — | =¢gg——m——
3feo(e —€q)  3eo €o(€eft — €d

€+ 2¢4 1 €4
3f(e—eq) 3  eeff —€d

Cette relation se transforme par des manipulations élémentaires en

€—€  €eff —€d
€+ 2€5  €off + 264

Q 38 La relation précédente s’écrit encore

€—¢€ de 3eaf 52 €—¢€ .

¢ — = e = A2~ 3eyf ¢ au premier ordre en f
€+ 24  3eq+ ¢ 1— =5 €+ 2¢y
e+2e4
Q 39 La pulsation spatiale est donnée par k = n% avec n? = €off = €offl + i€ofiz =
o (1 + z?%) A Tordre le plus bas en f on en déduit

1
n~./eq (1—|— —ieem) =nq +ins

2 €effl

3/2

9 €; "€
n1=ng=+/€a nN2= e LN

Le coefficient d’extinction est donné par

w 9fean? w
a=2ng— = —— ot —
¢ (e1+2e)?+6c

2 2
Q 40 D’aprés la question 6, ¢ =1 — ”—g et €9 = V—“;p On en déduit
w w

2
_ 9fn3 Ty

© 1+ 2e0)w — %‘27}

2 w2\ 2

+ =2
Le terme entre crochets au dénominateur se rencontre usuellement dans les filtres
passe-bande. Il s’annule pour la pulsation

Wp

CRPS = T 26,




Q 41

Le second terme du dénominateur représente la fonction C'(w) de I’énoncé. On ad-
met qu’il varie relativement peu autour de wrpg de sorte qu’on peut le supposer
constant : C(w) ~ C(wgrps). Dans ce cas, a se présente comme la fonction de
transfert d’un filtre passe-bande et présente un maximum pour w = wgrpg. Ce rai-
sonnement simplifié se justifie par la petitesse de v (7 < wp). Par contre, la pulsation
de résonance wrps est du méme ordre de grandeur que w,. Il n’est donc pas légi-
time de supposer w < w;, pour écrire que €, = 1 — % ~ —% (approximation de
la question 6). Si on le fait néanmoins, on obtient le résultat proposé par I’énoncé 2
wRPSZZ-jﬁ;-

Autour de wrpg, continuons a approximer C(w) par C(wrps)-

2 2
2
yw
+ | =2
WrPS

A la résonance le premier terme s’annule et X atteint sa valeur minimale X,,;, =

X =

wp
(14 2¢4)w— —
w

2\ 2
(ﬁ) . La largeur & mi-hauteur s’obtient lorsque X = 2.X,,;, soit

Wp

2 2

w2 w2

(1+2¢g)w— L = 72]0

w WRPS
(.A.)2 LA.}2
142w — 2 = 4 1

2
w WrpS

W F YW — whps =0

On en déduit 2 équations du second degré en w. Dans chacune d’elles on retient la
racine positive pour trouver les deux pulsations délimitant le pic de résonance :

D’ou la largeur de bande
Wz — w1 =79

Comme v < wy,, la résonance est trés aigué, wo et wy sont proches de wrps ce qui
justifie a posteriori ’approximation C'(w) =~ C(wp).

2Le plasmon de surface a été largement étudié dans les agrégats de métaux alcalins depuis les an-
nées 1990. Le modéle classique étudié dans ce probléme, développé par Mie au début du XX°€siécle

prédit la pulsation de résonance wrps = \/w—i_”Q_ Une référence en ligne :

= http ://www-lasim.univ-

lyonl.fr/IMG/pdf LermeGDR.pdf
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Q 43

Q 44
Q 45

Q 46

Q 47

Q 48

Les points expérimentaux se situent prés d’une droite; on peut donc proposer une
loi du type
1 n a
T T R

L’ordonnée & l'origine %, difficilement lisible, est comprise entre 0 et 0,03 eV. La
question 6 indique de iy = /7 = 20meV dans le cas d’un milieu illimité (R — o0) :
les deux valeurs sont compatibles.

Comme + est 'inverse d’'un temps et R une longueur, a posséde la dimension d’une
vitesse. Introduisons le temps 71 = R/a . On a
1 1
Y=+
T 1

Le second terme représente un effet dissipatif qui disparait quand R — oo. Le temps
71 = R/a = d/(2a), peut s’interpréter comme le temps mis par un électron pour
traverser la nanosphére a la vitesse 2a. Dans ce contexte 2a représente la vitesse des
électrons dans le nuage électronique. Les « collisions » de I’électron sur la surface de
la sphére entrainent un amortissement du plasmon.

A partir du graphique nous obtenons a = 8,7.10° m.s™* ou 2a = 1,7.10°m.s~*. 3

Se reporter au cours pour la démonstration de ’équation traduisant localement le
premier principe en ’absence de terme source :

divjq + pcp 0T =0

ol p désigne la masse volumique du matériau et ¢, sa capacité calorifique massique.

div (—Agrad T) + pcp 0, T = 0 = AT — ”—ipatT =0
la diffusivité thermique est donnée par D = ﬁ

L’analyse dimensionnelle de I'équation précédente montre que D s’exprime en m2s~!.

Pour l'eau D =1,4.107"m2.s~ L.

Les sphéres se polarisent sous l’effet du champ alternatif. Le mouvement avec frot-
tement des électrons est a 'origine d’une dissipation d’énergie que 1’on peut consi-
dérer comme une « source locale de chaleur ». La puissance instantanée varie sur des
échelles de temps de 'ordre de la période de 'onde électromagnétique, trés inférieure
a la seconde. On peut donc la remplacer par sa moyenne temporelle. Par ailleurs on
peut aussi moyenner spatialement a une échelle L grande devant d;, = 43R ~ 430 nm

3La littérature fournit une vitesse de Fermi de 1,4.108 m.s~! dans P’argent, ce qui confirme Pinterpré-
tation donnée ici.
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Q 50

Q 51

Q 52

Q 53

Q 54

de maniére A considérer la puissance volumique uniforme. L’étude des variations
temporelles & I’échelle t = 1s nécessite la prise en compte des variations spatiales
jusqu’a une échelle au moins aussi petite que v Dt = 3,7.104m. Pour satisfaire les
deux conditions on choisira un élément de volume dont la longueur est de 'ordre de
10~° m.
Notons p le terme source, en W.m™3.Les équations des questions 45 et 46 deviennent
respectivement

1

divig + pepdT=p AT — =9,T =—1

D A
On utilise la diffusivité thermique de 'eau car elle est le principal constituant des
tissus biologiques. La durée a ne pas excéder pour que la diffusion thermique Daltére
par les tissus avoisinants est T, = R%/D = 7.10%s. Par prudence, ne pas dépasser
quelques minutes de traitement !

Par transparence, les tissus humains transmettent surtout le rouge. On peut s’en
rendre compte en collant une petite torche électrique a la pulpe des doigts ou, plus
amusant, contre une joue a l'intérieur de la bouche! D’ou I'utilisation d’un laser
réglé sur 860 nm qui traverse de maniére optimale les tissus sains pour atteindre la
tumeur.

D’aprés de précédentes questions, Iintensité décroit dans la tumeur selon I(z) =
Ipe~**. La puissance absorbée en traversant 'épaisseur dz vaut dP = SI(z) —
SI(z+ dz) = =SdI = STyae™**dz ce qui correspond & une puissance volumique

_ dap
P= 5z

= alpe”**

On peut moyenner cette quantité sur le volume de la tumeur :

1 [Br Io
= dz = =2 (1
p RT/O p RT(

En négligeant la diffusion thermique vers I’extérieur de la tumeur, le premier principe
s’écrit p,, VAL = pc, VAT d’oir

— e_O‘RT) =0,39W.cm™?

-
AT =Pt _ g4k
PCp

A partir d'une température initiale de I'ordre de 37 ° C, cela conduit & une tempé-
rature finale supérieure a 60 ° C donc a la mort des cellules cancéreuses.

La force F est proportionnelle au nombre de ressorts en paralléles donc & Ay, et
inversement proportionnelle au nombre de ressorts en série, donc a Lg.

Q 55

Q 56

Q 57

Q 58

L’analyse dimensionnelle de la relation fournie par I’énoncé montre que E est ho-
mogéne & une force par unité de surface, on 'exprime en Pa.

L’élément considéré a pour volume 72 sin fdrdfde, pour masse pr?sin@drdfdo et
pour quantité de mouvement pr? sin 0drdfd¢d;u e,. Finalement
dp 2

0%u
it . Z -
;=P sin Odrdfde 2

€r

Au repos I’élément considéré a pour longueur dr. A 'instant ¢ pendant le mouvement,
sa limite inférieure se trouve en r+u(r, t) et sa limite supérieure en r+dr+u(r+dr,t).
Sa nouvelle longueur est donc

dr' =[r+dr +u(r +dr,t)] — [r +u(r,t] = dr +u(r +dr,t) — u(r,t)

L’allongement qui joue le role de §1 dans 'expression de F vaut donc dr’ — dr =
u(r+dr,t) —u(r, t). La section de I’élément orthogonalement au déplacement, jouant
le role de Ag, vaut quant & elle r2 sin 0dfd¢. D’on

_ ET‘2 sin @dfd¢p
dr

du

Er or

(u(r + dr,t) — u(r,t)) = Er*—— sin 0dfd¢

Pour bien comprendre il faut reproduire la figure 6 de ’énoncé en 3 dimensions pour
bien visualiser les éléments de volume et de surface en coordonnées sphériques. On
voit que I’élément s’allonge non seulement selon e, mais aussi selon eg. Dans cette
direction, sa longueur passe de rsinfd¢ au repos a (r + u)sinfd¢ en mouvement,
d’oi1 'allongement w sin fd¢. La section orthogonale & e, jouant le role de Ag est ici
rdrdf. D’ou l'intensité des forces Fy et Fy :

rdrd0

h=r= Ersin@d(b

usin0d¢ = Eudr

Leurs projections sur e, se compensent alors que celles sur e, se cumulent. Elles
font intervenir —sin(d¢/2) ~ d¢/2 pour la projection sur le vecteur radial u, des
coordonnées cylindriques, puis sin 6 pour la projection sur e, :

d
Fi1+F; = —2Eudr%ZS sinf e,
Pour les forces F5 et Iy associées a I'allongement selon eg on a Ay — drrsin6de,

Lo — rdf, 6l — udf et la projection sur e, fait intervenir — sin(df/2). On obtient
donc le méme résultat. Finalement

Ft = F1 + F2 + F3 + F4 = —2EU(T, t)d’l’ sin 9d9d¢ €y
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Q 60
Q 61
Q 62
Q 63

Q 64

Q 65

Appliquons le principe fondamental de la dynamique a ’élément de matiére :

d
—d$ = Ft =+ Fr (T + d"’, t) - FI‘(T7 t)
OF,
= Ft + dr or
92w 0 ou
2 . - _ o 3 — 2”77
pre sin 9drd9d<p—at2 2Eu(r, t)dr sin 0dfd¢ + E sin 0d0d¢ 5 <T (9T>
5 p O%u w5 02
POY_ oyt 20
TE(%? u—+ T(97‘+T 9,2

d*u 2 0u 2 u 1 9%u
or:  ror r2r2 a

E/p représente la vitesse du son dans le matériau.

Dans I'argent vy = 2,81.10° m.s 1.

ol vy =

Pour » — 0, u — 0 sans quoi le matériau présenterait une rupture au centre.

En r = 0 la contrainte radiale F,. s’annule donc g—if(R, t) =0.

Pa 200 2 WP

o2 Tror gttt =0
di _ dide
dr — d¢ dr
Ws 2 ) 1 .
:U—A —5—3(50055—5111{)—1-g—z(cosﬁ—ﬁsm{—cosﬁ)
= Z:g (—2¢cosé + 2siné — € sin¢)

La condition de bord % = 0 s’exprime par la nullité de la parenthése pour £ = &g,
ce qui fournit

€r

_ &%
2

—26cosé+ (2 —€?)siné =0 — tanép =
1

Une étude rapide de la fonction f(&) =
[0,4/2[ et sur ]v/2, +-00]. Elle présente une asymptote verticale d’équation £ = /2 et

3
une asymptote horizontale y = 0 quand £ — oco. Au voisinage de 0, f(§) ~ £ + %

S > ;
T—gz7z montre qu elle est croissante sur

alors que tan(§) ~ £ + % La fonction f croit donc plus rapidement que tan. Ces
arguments permettent de tracer correctement les deux courbes représentatives sur
[0,+00[. Le tracé informatisé est présenté ci-dessous et les solutions, intersections
des deux courbes, sont signalées par des cercles. La premiére est comprise entre /2
et 7. Pour les grandes valeurs de n, &, est proche de 7 :

wsR

gn:

>~ nmw

Vs

Q 66 La période du mode de rang n est

2 27R
" Wn B Ens
Une résolution numérique donne & = 2,08. Pour R = 3nm, 77 = 11ps. Pour

R = 3nm, T1 = 2,5ps. Ces valeurs sont proches des pseudopériodes visibles sur la
figure 5. La modulation de transmission s’explique donc par 'excitation du mode de
respiration acoustique de rang 1.



