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I. COLLISIONS SANS PERTE D’ENERGIE : LE MODELE DE HERTZ

1. Le rapport de distances d/a est sans dimension, donc ¢ a la méme dimension que la
pression P.

Dans le triangle rectangle formé sur la figure par le centre d’une bille, le bord du
méplat et son centre, le théoréme de Phytagore s’écrit R?> = (R — 6)? + a?/4, soit a® =
4(2RS + 6%) ~ 8RS si 6 < R. Alors a ~ 2V2R6.

2. En reportant, Fy, = 4reda = 8medv/2Ro = 8me/2R6%/2.

La force de déformation s’exergant sur les billes est une force répartie sur le volume des
billes. Etant donnée dans 1’énoncé sous la forme d’une force unique, il semble légitime de
calculer I’énergie associée & partir de 'effet de cette force, qui est de freiner le mouvement
des centres de masse O; et Os des 2 billes. On suppose donc que la force de déformation
s’applique aux centres de masse des billes.

Remarque : supposer « naivement »que cette force s’applique & la surface de contact entre
les deux billes conduit & un travail nul, car on ne tient alors pas compte de la déformation
des billes.

L’axe Ox étant orienté de O vers Oj, les forces qui s’exercent respectivement sur les
billes sont F; = —Fy, et F» = F,.. Le travail total de la force de déformation, qui traduit
I'interaction entre les deux billes, est indépendant du référentiel de calcul (travail d’une
action intérieure au systéme). Dans le référentiel barycentrique des deux billes, d’origine
le milieu O de 0102, par symétrie du systéme :

SWae = Frda, + Fydag = Fied(xy—x1) = Fed(2R—20) = —2F;.d6 = —16meV/2R6%/%ds

On peut mettre ce travail sous forme d’une différentielle et introduire une énergie poten-
tielle :

2
SWpe = —d <35715\/2R55/2> = —dE,

L’énergie potentielle E, supposée positive a pour expression (& une constante additive
preés) :
32 Joms5/2
Ep = gﬂ'(‘: 2R5

3. D’aprés le schéma, x9 — 11 = 2R — 26.

Les vitesses initiales des billes sont opposées, leurs masses sont identiques et la force
de déformation est identique pour les deux billes, donc le systéme est parfaitement sy-
métrique. On en déduit dzy/dt = —dx1/dt a tout instant, et

d.iUl d(l’g — a;l) do da:l

_odm _ — 9% _ s soit TEL _ 5
dt i g 0 st g =0

1
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4. L’énergie cinétique du systéme est (la rotation est négligée)

1 d{L‘l 2 1 d:L'Q 2
_ - - s — 5/2
Qm(dt)+2m<dt "

Seule I’énergie potentielle associée a la force de déformation varie. Finalement :

32
E,, = md"”? + Eﬂ'& 2R5°/?

5. La résultante des forces extérieures sur le systéme des deux billes est nulle : leurs
poids sont compensés par la réaction du support, les frottements sont négligés, la force
de déformation est intérieure au systéme. La quantité de mouvement du systéme est donc
conservative, et on peut effectivement étudier le mouvement dans le référentiel du centre
de masse qui est galiléen.

Dans le référentiel du centre de masse, la quantité de mouvement initiale est nulle.
Elle reste nulle aprés le choc : P= mw; + midy = 0, donc aprés le choc Wy = —s.

6. Le systéme est conservatif (les frottements sont négligés, et la force de déformation
dérive d’une énergie potentielle), donc sont énergie mécanique se conserve. Avant et aprés
le choc cette énergie est uniquement cinétique puisqu’il n’y a pas de déformation, et s’écrit

mw? avant le choc et mw? aprés le choc. Par conséquent, w = v.

7. La conservation de I’énergie mécanique pendant le choc s’écrit :

4 . 22 2v2
mv? = gTFdeb’lP = md"? + ngﬁg\/ﬁf’/? > ?{mﬁwm

car 8> > 0. La déformation § vérifie I'inégalité :

9P 2/ 4/5
§<om=(-) R
- (24\/%) !

On constate que

5Pb 2/ 4/5
m = 0m/R =
! / (24\@5) !

est indépendant du rayon de la bille : la géométrie de la bille & la déformation maximale
est indépendante de sa taille.

8. L’énergie mécanique peut s’écrire

2v/2 4 2v/2 2v/2
E,, = mv? =md?+ 3ng5\/§65/2 = gwRSpb(S’Z + 3ng5\/§65/2 = 3ng6\/§5,‘:’{2

soit
52 = 6 i — 247\/58(55/2 — 052 =21 - 9 i
dt 5R5/2pb m 5m

La phase de compression et la phase de détente sont de méme durée. Pendant la phase
de compression, on peut écrire a partir de la relation précédente :

dé

= (/6
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En posant u = 6/0,, u varie de 0 & 1 pendant la phase de compression, et

T_%/ldu
2 v Jy 1—ud?

26m /1 du ( 50 >2/5 2IR < 5m >2/5 ;_ 2unR
T = = = e —
v Jo 1—ud/? 24+/2¢ vl/5 8rev/ R v

9. Masse des particules : m = (4/3)mppR® = 1,05.107% kg (R = 1,00.10~% m) ou
1,05.107° kg (R = 1,00.1072 m).

Uy = 1,18.1073; 7 = 2w,y R/v = 1,15.1077 s (R =1,00.107* m) ou 7 = 1,15.10" s
(R=1,00.10"% m)

La relation 7 = 2Ju, R/v o0 Uy, = 0y, /R est sans dimension permet de vérifier que 7
a la dimension du rapport R/v donc qu’il s’agit bien d’un temps.

II. COLLISIONS AVEC PERTE D’ENERGIE

10. Le systéme reste isolé, donc la quantité de mouvement se conserve pendant le choc :
m(v1 + v2) = m(wy + wa).

11. La perte d’énergie cinétique s’écrit —AE, = (m/2)(v} + v3 — w? — w3).

D’aprés la conservation de la quantité de mouvement, wy + wy = vy + vo. D’apreés
Pexpression du coefficient de restitution, w; — wy = e(vy —v1). On en déduit la relation :
o, o (wi+w)®+ (wi —wg)?® (v +v2)* +e*(va—wv1)® (v +05)(1+¢?)

wi+w; 5 5 5 +viva(1—€*)

qui reportée dans ’expression de la perte d’énergie cinétique donne :

~AE = 71— )(v1 — v2)”
12. Si v = —vy = v, la relation précédente devient :

—AE. = mv?(1 — €?)

13. Comme le produit §'(0Fy./dd) a la dimension d'une force divisée par un temps, la
constante A a la dimension d’un temps pour donner la force Fy.
La force Fy est dissipative, donc de travail négatif. Le travail élémentaire de cette force
s’écrit :
OFy.
06

La force de déformation Fj augmente avec la déformation §, donc OFy. /00 est positif.
A partir de 'expression de Fy, (question 2) on calcule :

agge = 12v271eV RS2

Au cours de la compression, 6 augmente, donc ¢’ est positif, et le travail élémentaire
D
s’écrit

& do

SW = —|Fylds = —A

Sm Om
Wy =—A / 5’8;;16 ds = —12V2reVRA / §'V5ds
0 0
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Lors de la décompression, ¢’ est négatif, mais les bornes d’intégration sont inversées :

0 0
Wy = A/ 5 OLde g5 12f2m¢§A/ §\/b6ds =
s, 00 S
Ces deux intégrales sont a priori différentes & cause justement de la force dissipative : il
n’y a pas invariance par renversement du temps, et la norme de la vitesse 0’ n’est pas
uniquement fonction de §. Cependant, si on peut considérer que la norme de la vitesse ¢’
n’est fonction que de 0 (approximation vérifiée si la force dissipative est trés faible, voir
question suivante) le travail de la force dissipative lors de la phase de décompression est

identique & son travail lors de la phase de compression, et alors :

1 1

m F m

Ug =W+ Wy =24 / & 885’6 ds = 24V2reVRA / §'\/6ds
0 0

14. Si on néglige les pertes dissipatives, le systéme est conservatif , et le bilan de la
premiére partie (question 7) s’applique en premiére approximation :

5\ 52
6/2: 2 1_ o
“-@))

En reportant I'expression de &y, :

5 :< 50, )”51%4/5:( Bmo? )2/5
" 24+/2¢ 327v2Re

522 <1 ~ 32mV2R v2R€55/2>

on obtient

5mu?
On peut alors remplacer v par son expression en fonction de §,, :

,  327V2Resy

om

v

pour obtenir :

5/2 (1 _y5/2)

5m a

§ =wvy/1—yd/2

Remarque : il y a un écart d’un facteur 2 avec ’énoncé, qui provient vraisemblablement
du calcul de I’énergie potentielle associée a la force de déformation.

 32mV2Re6y) ( 1 ( 5 )5/2> _ 32mv/2Re6))
_ DEmVEREOm [ = oo

15. D’aprés la question précédente, I'intégrale permettant d’exprimer Uy s’écrit

Om 1 1
0'V/éds =/ o1 =226 fydy 2055’,{2/ 1 —y5/2)ydy
I sy RCEEY

L’énergie dissipée s’écrit alors :

1
Ug = 241V 2R6AU52{2/0 Mdy
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soit en exprimant J,, en fonction de v, et en remarquant que I'intégrale est un facteur
numérique I’ sans dimension :

3/5
Ug = A.247V2Re <5m) v/P32T = Af(R, e, m)v'!/?
327V 2Re

La puissance de v est f = 11/5.

16. Sila totalité de I’énergie cinétique perdue est dissipée lors de la collision, —AE,. = Uy.
La comparaison du résultat précédent et du calcul de la question 11 donne :

mv?(1 — e?) = Af(R, e, m)v*/?

soit :
R,e,m
1_62:Af( 2~ )Ul/5
m
1 — e? est proportionnel a v'/5 (erreur d’énoncé ? : lire 1 — €2 et non 1 — e).

17. L’irréversibilité du phénoméne, qui entraine e # 1 est liée a la déformation des billes
au cours de leur contact, caractérisée par le facteur d,,. Pour les faibles vitesses, d,, tend
vers 0 comme v*/5, donc la cause d’irréversibilité disparait et le choc se rapproche d’un
choc élastique pour lequel e = 1.

Le coefficient de restitution e dépend en particulier du module d’Young e (propriété
des particules) mais aussi de v (propriété de la collision), donc (sauf erreur de ma part)
il s’agit a la fois d’une propriété des particules et de la collision

III. LE TRANSPORT EOLIEN DU SABLE : LE MODELE D’ANDERSON

18. Expression du bilan de conservation de masse pendant la durée &t sur le systéme
ouvert formé par la tranche de largeur L comprise entre les abscisses x et x + dx :
— la masse de la tranche est M = ph(xz,t)Lix;
— la masse arrivant pendant la durée dt a travers la section d’abscisse x a pour expres-
sion dme = Q(x,t) Lot ;
— de méme, la masse quittant la tranche pendant la durée ¢ & travers la section
d’abscisse x + dx a pour expression dms = Q(z + 0x,t) Lot ;
Le bilan de masse s’écrit : 6(0M) = dme — dms, soit :
85871\4& = pL(%(aa;ﬂ&éx = Q(z,t)Lot — Q(x + 0z, t) Lot = —L
soit aprés simplification par Loxdt :

pah(x, t) _ 0Q(z,t)

ot ox

19. Le flux des grains en saltation étant constant et uniforme, il n’intervient pas dans le
bilan de matiére précédent :

9Qz,t) o o,
Ox

JOh(at) (1)

ot ox

On peut écrire :

0Qy
Ox

= m(Ne(x,t) — Ne(x — £y, 1))
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Donc :

Oh(z,t)
ot

20. D’aprés le schéma de la figure 6.a, du = vdt.dS. cos(m/2 — a) = vsin a.dSdt. Alors
dN = nvsina.dSdt = Ny.dSdt. Par conséquent, par unité de surface et de temps, pour
un sol horizontal :

= ;(Ne(l‘ — Er,t) - Ne(x7t))

Ny = nvsina
Si le sol est incling, le méme calcul est valable en remplagant ’angle a par av+ 6 (contrai-
rement au schéma de la figure 6.b, 'angle d’incidence par rapport & I'horizontale est
toujours ) : Ng(f) = nvsin(a + 0). On forme le rapport N(6)/No :
N4 (0) _ sin(fy +6) _ sin(a) cos(@).—i— cos(a) sin(6) _ cos(0)+ sin(0) —cos(0) (1+ tan(6)
No sin «v sin «v tan(«) tan(«)

Ce qui permet d’exprimer N4(#) en fonction de Ny comme 'indique ’énoncé :

N,(0) = Ny cos(6) (1 " taﬂ(@)

tan(«)
21. La pente de la surface repérée par 'angle 8 par rapport a ’horizontale vérifie :
oh
tan(f) = —
0) =+

22. En utilisant ’hypothése du modéle d’Anderson, Ne(x,t) = ngNs(x,t), 'équation de
la question 19 devient :
Oh(z,t) m mno mng

ot = ;(Ne(a;—ﬁr,t)—Ne(x,t)) = _T(Ns(x7t)_Ns(x_€Tat)) = _T [Ns(uat)]g Ly

23. Ng(u,t) s’exprime ensuite en fonction des résultats des questions 20 et 21 :

Ns(u,t) = No cos(6) (1 + tan(e)) = Ny cos(0) <1 + ah/M) _ Nocos(6) <tan(a) i ah)

tan(a) tan(a) tan(a)

En reportant, et comme seuls 8 et h dépendent de x :

Oh(x,t) mng . mnoNo O\ 1"
=— [Ng(u,t)];_, = ———— |cos(f) | tan(a) + o=
ot p 3 v ptan(a) 0x ) |,y
24. Si h = hg = cste, 8 = 0, et ’équation précédente s’écrit :
N,
0= —’Z”*O(‘)) an(a)]Z_,, =0
ptan(a "

car a est constant : h = hg = cste est solution de I’équation précédente.

25. La nouvelle forme de ’équation de la question 23 pour cosf ~ 1 est :
Oh(z,t N oh1* onl*
(x? ) — _ mn(] 0 tan(a) + s — CO i
ot ptan(a) ox tan(a) | Ox
Le rapport m/p a la dimension d’un volume, ng est sans dimension, et Ny, nombre de

particules par unité de temps et de surface a la dimension de 'inverse d’un produit temps
x surface. Par conséquent [cg] = volume/(surface.temps) = vitesse.

x—y x—Ay
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26. La solution proposée s'écrit h = hg + hj exp[ikz + (v — iw)t]. En reportant dans
I’équation différentielle, on obtient :

(v —iw)hy explikx + (v —iw)t] = —%ikhl explikz + (v — iw)t](1 — exp(—ikl,))
n(a

soit

—iw = —— D k(1 — exp(—ikly)) = ——C ik(1 — cos(kl,) + isin(ke,))

7 ~ tan(a) P U tan() ' '
En séparant partie réelle et partie imaginaire on obtient les expressions de v et w :
v = mﬁ%k sin(kf,) = wousinu
w= tarcl(()a) k(1 — cos(kly)) = wou(l — cosu)

27. La solution précédente est stable si v < 0, soit si usinu < 0. Pour k£ > 0 la condition
de stabilité s’écrit m < kf, < 27[27] ou encore (p — 1/2)A < £, < pA.

En d’autres termes la solution est stable si le transfert par reptation se fait entre les
creux et les bosses de la dune et vice-versa. Elle est instable si le transfert & lieu de bosse
& bosse et de creux a creux.

28. On considére le terme de propagation.

108
vy = % = wu = woly (1 — cosu)
dw dw .
vg = e ZT% = wolp(1 — cosu + usinu) = v, + VL,

Finalement :
Vg = vy + Ve
29. Pour un milieu non dispersif, ¢ = v, = w/k est indépendant de w, donc k = w/c est
proportionnel & w, et vy = dw/dk = ¢ = v,. Ici, v4 # v, : le sable semble étre un milieu
dispersif.
Remarque : Si ¢, est petit devant la distance caractéristique de variation de 9h/0x,
on peut effectuer un développement limité du terme entre crochet :

oh1* N 0%h
52l ~ 5
ce qui conduit a 'équation aux dérivées partielles en h(z,t) :

oh col, O0%h

ot tan(a) 92
qui n’admet pas de solution de dépendance spatiale harmonique qui soit temporellement
stable.

Cr

z—Ly




