CONCOURS  COMMUN  MINES-PONTS   2009 – PYSIQUE  II  -  PC

Corrigé du problème         : « LE RAYON VERT »

I – L’ATMOSPHERE  TERRESTRE

I A – atmosphère isentropique

1-  P=
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2- Loi de Laplace :  
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L’équilibre hydrostatique se traduit par : 
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En combinant l’équation du GP et la loi de Laplace :  T=Cte’.ργ-1 , qui se différentie en :  
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Il suffit ensuite de combiner (1), (2) , et (3) :  
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=cte, qui s’intègre en :  T(z)=T0 [1-z/Hs]  avec Hs=
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AN : 
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=-9,76 K.km-1    Hs=29,5 km.

Le gradient de la troposphère standard (-6,5 K.km-1) est intermédiaire entre celui de la troposphère isotherme (gradient=0) et celui de la troposphère isentropique. Il tient compte des échanges thermiques.

3-  L’équation T=Cte’.ργ-1 s’écrit : 
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, ce qui donne en remplaçant T(z) par son expression :  

     ρ=ρ0[1-z/Hs]1/(γ-1)
I B – atmosphère isotherme

4-  P=
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 qui s’intègre aisément en :   ρ=ρ0 exp(-z/HT)
   avec  HT=
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    AN : HT=6,34 km.

I C – atmosphère standard

5- De l’équation d’état du GP, on tire : dP=(R/M) (ρ dT+T dρ) que l’on combine avec : dP=-ρg0 dz, ce qui donne, en utilisant T(z) fourni:  -ρg0 dz=(R/M) [ρ Gk dz+T(z) dρ] ; on regroupe les termes en dz, et on multiplie membre à membre par 
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, ce qui donne :  (Tk+Gkz)
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+Ck ρ=0  avec : Ck=Gk+Mg0/R=Gkαk où la notation αk est introduite dans l’énoncé.

On intègre cette équation différentielle entre la cote zk et la cote z :
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  donc :  Ln(ρ/ρk)=-αk Ln[(Tk+Gkz)/(Tk+Gkzk)]  et enfin :  ρ=ρk [(Tk+Gkz)/(Tk+Gkzk)]-αk
I D – Inversion du profil de masse volumique dans les premiers mètres

6-  div(
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=0    avec :   u=CVρT=CVMP/R=CVT0 ρ0 (P/P0) ;  en utilisant la loi de Fourier :

div(
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)=-λa ΔT , et en reportant dans l’équation de conservation, on obtient exactement l’équation du sujet :

  λa Δ(T/T0)= CVρ0 
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On utilise ensuite les expressions données de T/T0 et de P/P0, ce qui donne :  Δ(T/T0)=δT (
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et de même : 
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(P/P0) = - δP τ-1 f(t,z). On reporte dans l’équation précédente, ce qui conduit à : 
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7-  L’équation d’état P=
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 se différentie au premier ordre en :  dP/P0 = dT/T0 + dρ/ρ0, ce qui donne avec les expressions proposées : δP =δT +δρ , donc : (δρ/ δT)= (δP/ δT) –1 ;

en utilisant l’expression de δP/ δT trouvée à la question 6, cela donne :  (δρ/ δT)=  
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AN : δρ/ δT= -4,39  donc δρ= -1,32 10-2.

A l’instant t=0 :  (ρ/ρ0)=1+ δρ exp(-z/L) ; ce qui donne en z=0 : (ρ/ρ0)=1+ δρ=0,987 < 1 , et pour z de l’ordre de quelques mètres : (ρ/ρ0)=1.

Ainsi lorsque z varie de 0 à quelques mètres ρ augmente : il y a bien inversion du profil de masse volumique dans les premiers mètres.

Bien sûr pour une échelle de distance plus grande, ρ se remet à diminuer avec z (cf questions précédentes).

L’allure de la courbe demandée est banale.

II  - LA  REFRACTION  ATMOSPHERIQUE

8-  Lois de Descartes de la réfraction : le rayon réfracté est dans le plan d’incidence (plan défini par la normale et le rayon incident), et loi des sinus.

Pour le dioptre air/verre : im=Arcsin(1/1,5)=41,8 °.

II A – Réfraction atmosphérique au voisinage du zénith

9-  Puisque les plans des dioptres sont parallèles, ils ont même direction normale. Il y a donc un plan d’incidence unique pour la succession de dioptres. L’angle de réfraction du premier dioptre est donc angle d’incidence du deuxième ..etc.. ; et de proche en proche n1 sin(θ1)= n2 sin(θ2)= n3 sin(θ3)...    donc :

 n(z) sin(θ(z))=Cte

En tenant compte des angles petits, et que n=1 à l’entrée dans l’atmosphère :  θi=n0 θ0  donc : 

   ψr=θi-θ0= (n0-1) θ0    AN : ψr=2,773 10-4.10.3600=10’’ d’arc.

II B – Réfraction atmosphérique aux grands angles

10-  Relation des sinus dans le triangle BCB’ (connue des étudiants ???) : 
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 donc :

 sin(α)=sin(i).(r/r+dr)
Loi de Descartes en B’ : n.sin(α)=(n+dn).sin(i+di), ce qui donne :  n.r.sin(i)=(n+dn)(r+dr).sin(i+di).

On a donc bien : n.r.sin(i)=C2 , C2 s’exprimant à l’arrivée au sol :    n.r.sin(i)= n0.RT.sin(θ0) 

11-  Au premier ordre : dφ=BB’’/r  et tan(i)=BB’’/dr    donc :  dφ=tan(i).dr/r  

Prenons la diff. log. de la relation trouvée à la fin de la question 10 :  dn/n + dr/r + cos(i).di/sin(i) = 0

Donc :  dn/n = -dr/r –di/tan(i) = - (di+ dφ)/tan(i).

De plus dans le triangle CIB, la somme des angles est :  i+φ+(π-θ)= π  , donc : θ=φ+i

Donc :   dθ= dφ+di=-tan(i).dn/n
12-   ψr=
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    On extrait tan(i) du résultat de la question 10 :

 tan(i)=
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Les bornes de l’intégrale sont : pour θ0 : n=n0 ,  et pour θi : n=1.

Donc en changeant les bornes, on obtient l’expression donnée dans le sujet avec un exposant σ=-1/2.

II C – Loi de Gladstone

13-   Puisque χ<<1, on a n=1+ χ/2=1+(K.ρ/2) et on exprime la constante K en z=0 :  n0=1+ (K.ρ0/2) , ce qui donne :  n=1+(n0-1) ρ/ρ0 à la cote z.

Il faut ensuite reporter tout ceci dans l’intégrale obtenue à la question 12, en exprimant tout en fonction de z :
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    n.r=[1+(n0-1) ρ(z)/ρ0].(RT+z)  Ce qui donne une grosse formule sans intérêt pour la suite....

II D – Aplatissement apprent du soleil au dessus de l’horizon

14-  le diamètre apparent du soleil est :   βS=2RS/dTS= 32,1’ d’arc  

Dans le plan horizontal, il n’y a pas d’effet, donc : βh=βS .

Dans le plan vertical : βS est l’écart angulaire en l’absence de réfraction, c’est donc le petit écart angulaire entre les bords du soleil à l’entrée dans l’atmosphère : donc βS=δθi.

D’après la relation donnée : θi et θ0 sont reliés par : θi-θ0=32,9-0,177(π/2-θ0) , donc :  1,177.θ0=θi+cte , pour de petits écarts : δθ0= δθi/1,177

Enfin ce qu’on mesure au sol est le petit écart δθ0 : donc  βV= δθ0= βS/1,177
L’aplatissement est donc :  εS=(1/1,177)=0,85.

III  - DIFFUSION  ATMOSPHERIQUE

III A – Moment dipolaire induit

15-  Le mouvement des noyaux est négligeable car M(noyau)>>m (facteur supérieur à 1800).

On calcule l’ordre de grandeur du rapport Fmag/Fel : on obtient VA/c car B est de l’ordre de E/c. Et VA<<c.

La condition d’uniformité du champ à l’échelle de la molécule est :  a<<λ.

16-  Un calcul banal conduit en notation complexe à :  z0 = 
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D’où , en rectifiant l’erreur de l’énoncé : τe=α/m : pzo=
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III B – Champ rayonné par un dipôle

17-  L’approximation dipolaire consiste à limiter le développement des champs, en tenant compte du fait que r>>a.

De plus en champ lointain le critère r>>λ permet de comparer les termes présents dans les formules données, en effectuant des rapports :  ainsi 
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>>1. En procédant de même pour les autres rapports, il reste au premier ordre les expressions des champs, en notation réelle : 
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  , en tenant compte de la relation :  ε0μ0c2=1

La valeur moyenne du vecteur de Poynting 
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 est bien celle donnée dans le sujet avec pour la constante C0 :  C0=
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18-  La puissance moyenne totale rayonnée est le flux du vecteur de Poynting moyen :
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[image: image47.wmf]ò

=

p

q

q

0

3

3

/

4

 

sin

d

, on obtient la formule de Larmor :  
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III C – puissance diffusée dans le visible

19-  Avec les inégalités fortes du sujet, on a approximativement : 
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 ; donc approximativement :
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  La puissance diffusée croît fortement avec la pulsation ω, selon une loi inconnue en fait car Em dépend aussi de la pulsation ω.  Ainsi le ciel pur apparaît bleu par diffusion de la lumière solaire.

20-  Au coucher du soleil, l’onde solaire traverse une grande épaisseur d’atmosphère ; la diffusion est importante dans le bleu ; il reste majoritairement dans le rayonnement solaire du rouge (au coucher, c’est la lumière solaire directe qui parvient à l’oeil).

IV  - FORMATION  DU  RAYON  VERT

IV A – Durée du coucher de soleil à la latitude λlat

21-  ΩS=
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  donc  
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Algébriquement : 
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22-  Pour longueur d’onde fixée : 
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  Donc : 
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Pour parcourir un intervalle angulaire de 30’, il faut une durée de 200s.

La réfraction atmosphérique prolonge la durée du coucher, dans un facteur 1,2.

IV B – Durée du rayon vert
23-  La réfraction sélective a pour origine le phénomène de dispersion (vitesse de phase dépendant de la longueur d’onde) ; c’est la même cause pour un prisme en verre, mais pour le prisme cette variation se manifeste lors du franchissement du dioptre, alors qu’ici c’est continûment dans le milieu.

Les disques correspondant au bleu et violet n’interviennent quasiment pas car ces couleurs sont très peu présentes dans le « soleil couchant ».

24-  A l’aide de la formule donnée, on calcule aisément (pour θ0=0) :  A’B=1,58|
[image: image60.wmf]v

v

'

l

l

-1| = 0,222’.

On évalue aussi avec la formule AA’=εv=0,189’ (pour cela regarder la variation de θ0 à θi fixé).

La durée τ1 peut être calculée soit par A’B / 
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. On trouve : τ1=1,25 s, ce qui est un peu court par rapport aux observations.

  Question sur résolution : ??

IV C – Modèle avec inversion d’indice
25-  La lumière qui arrive à l’oeil a une trajectoire qui est du même type que pour une réflexion par un miroir : comparer la direction du rayon arrivant dans l’atmosphère à celle du rayon arrivant en O’.

  On utilise la relation de Pythagore pour le triangle CGO’ :  (H+RT)2=(O’G)2+(RT)2 ; d’où en négligeant le terme en H2 :  O’G=d2=(2.H.RT)1/2 = 8 km
Dans ce même triangle :  
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sin(GCO’)=sin(-θ2) ; donc pour ce petit angle : θ2=-8/6370 (en rd), soit en minutes : θ2= - 4,3’
L’angle θ3 cherché est donné sur la figure 9 : θ3= - 6’
Et par le même raisonnement que pour d2 et θ2 :  θ3
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 d’où  d3=2,9 km
26-  Le plan qui « renverse » l’image a pour angle de hauteur θm= - 3’    d’après le troisième dessin de la Fig. 10. 

Enfin il me semble ( ?) qu’il faut utiliser A’B=0,31’ pour déterminer la durée cherchée par : τ2=A’B/|
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|, ce qui donnerait τ2=1,75 s.
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