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1 Questions préliminaires.

1.1

D’aprés les formules trigonométriques données en page 1 on peut écrire :

p(t) = cos(wt). cos(wt + ) = %[cos @ + cos(2wt + ¢)]

La pulsation fondamentale est 2w et il n’y a pas d’harmoniques. La valeur moyenne d’une fonction sinu-
soidale du temps est nulle sur une période. Il en est de méme pour un grand nombre de périodes. Ainsi le
développement en série de Fourier d’une fonction périodique contient un terme constant et une suite de
fonctions sinusoidales de pulsations w, 2w, ...., la valeur moyenne de ces fonctions est nulle et il ne reste
comme valeur moyenne que le terme constant.

Dans le cas du probléme la valeur moyenne de la fonction est donc égale a la composante continue

1.2
s5(t) = Acos(wt) + B cos(wt + ¢)

s%(t) = A? cos® wt + B? cos®(wt + ) 4+ 2AB cos wt cos(wt + ¢)
A? B2
s (t) = ?(1 + cos2wt) + 7[1 + cos(2wt + )] + 2AB cos wt cos(wt + ¢)

D’apres les résultats précédents il reste :

A?  B?
< 82 (t) >= ?+7+ABcos<p

1.3

1
P(t) = coswtcos(Qt + ¢) = 5{[cos(w + D)t + o] + [cos(w — Q)t — @]}
Le produit P(t) se raméne a une somme de cosinus dont la valeur moyenne est nulle : | < P(t) >=0

S(t) = Acoswt + Bcos(Qt + ¢
S2(t) = A? cos® wt + B? cos® (U + @) + 2AB cos wt cos(Qt + ¢)

La valeur moyenne du dernier produit est nulle, compte tenus des calculs précédents il ne reste que

1
< S%(t) >= 5(A2 + B?)




2 Effet d’inertie thermique.

2.1
La puissance moyenne dissipée sous forme d’effet Joule est < v(¢) > /R. On a entre crochets la somme

deux fonctions sinusoidales de pulsations différentes. On se trouve donc dans le cas 1.3 et l'on a :

A2 A2
%4 9 Vv
Py = ﬁ(l +0,18%) = 0’5162ﬁ
2.2 A2

A
En courant continu P} = V2/R avec P}, = Py on a V2 =0,5162V soit |V = 0, 7185V |. Cette valeur
est appelée "valeur efficace de la tension".

2.3

A
De la relation précédente on tire |V = 230/0, 7185 ~ 320 Volts

3 Effets de moyenne en électrocinétique.

3.1 filtrage des ondulations autour de la valeur moyenne d’un signal.
3.1.1

On écrit les équations de ’électrocinétique dans I'approximation des régimes quasi stationnaires :
dq du du

. . du
v(t) = Ritu(t) i=- =C_ v(t)=u+RC_=utro 7=RC

A A
Si on prend v(t) = V cos?(wt) = (V /2)[1 + cos(2wt)] il vient :

A A
+ dfu—K—i-Kcos@ t)

3.1.2

a) La solution particuliére de la premiére équation différentielle est u(t) = C'ste car du/dt =0 , d’ou

A A
u(t) —u(0) =V /2 .Siat=0Ile condensateur est déchargé u(0) =0et |u="V/2

b) Dans le cas de la question I'amplitude complexe est une fonctionnelle linéaire définie sur ’ensemble
des fonctions sinusoidales du temps de pulsation 2w qui remplace les équations différentielles linéaires a
coefficients constants par des équations algébriques. Le symbole de dérivation d/dt est remplacé par 2iw en

A
respectant la notation de I’énoncé. L’amplitude complexe de u(t) pourra s’écrire U et celle de V cos(2wt)/2

A
s’écrira V' /2 en prenant ce cosinus comme origine des phases. On en déduit :

A A A

1% 14 A 1%
Ut2iprlU=-~ U=—t =
Tt =g 2.(1 + 2iwr) 2.v/1 + 4272

De la derniére expression on déduit que I'amplitude tend vers zéro si 4w?72 > 1 soit RC > 1/(2w)

3.1.3 A A A A
En négligeant 1 sous le radical on peut écrire U = V /4w . On désire que U/V /2 ~ 1/100 soit

1/2wRC ~ 1/100. Avec les valeurs numériques de ’énoncé on trouve | R > 1590 €2 |. La valeur de w cor-
respond a la valeur de la pulsation du secteur de distribution d’électricité a 50 Hz. Aprés traitement
I'ondulation reste faible.



3.2 Détection synchrone.

3.2.1
On exprime le produit demandé :

A A A A A A A
s(t).w(t) = [V coswt+U cos(Qt+¢)][W (cos(wt+a)] = VIV cos wt cos(wt+a)+UW cos(QU+p) cos(wt+a)

D’apres le résultat du 1.3 la valeur moyenne du second produit est nulle de sorte que la valeur moyenne
recherchée est :

A
W
2

>

p=<s(t)w(t) >= . COS (v

3.2.2

Il
<>

A
On régle W = 2 Volts la valeur de i est maximale lorsque cosa = 1, soit a = 0. On a alors ez
qui est la valeur désirée.

4 Effets de moyenne dans les capteurs optiques.

211 L Sensibilité des instruments d’optique

Les longueurs d’onde du spectre visible par 1’ceil sont comprises entre 0,4 et 0,8 um. Comme A = ¢/ f
on en déduit que les fréquences correspondantes sont comprises entre 3,75.10' Hz et 7,5.10" Hz.

4'1§1 s5(t) = Acos(wt + ), I'éclairement est la valeur moyenne de son carré soit : | B =< s%(t) >= A?/2|.

4.2 Interférences de deux ondes planes.

4.2.1

A partir des résultats des questions préliminaires on peut écrire & = A?/2 Ey = A3)2

£ =< s%(t) >. Deux cas sont alors a envisager :

— Soit wy # wo la valeur moyenne du carré de la somme est la somme des valeurs moyennes de chaque
signal : . Dans ce cas il ne peut pas y avoir d’interférences puisque ’éclairement total
est uniforme.

— Soit w; = wy on ajoute aux termes précédents Ay Ag cos(p1 — ¢2)/2 = /E1E2 cos(p1 — p2). L'éclai-
rement total vaut donc :

E=E+E+VE1E cos(pr — ¢2)

Dans ce cas I'éclairement varie en fonction de 1 et w9 on peut donc observer des variations d’éclai-
rement donnant des interférences.

4.2.2
Pour obtenir des interférences lumineuses il faut deux signaux de méme longueur d’onde ayant entre

eux un déphasage constant. Or la lumiére est produite lors du passage d’un électron d’'un atome d’un
niveau d’énergie élevé & un niveau plus bas (AW = hv). La source lumineuse est donc ponctuelle et deux
sources voisines ne sont pas corrélées. Il faut donc avoir deux images en optique géométrique de la méme
source pour avoir deux sources cohérentes. Avec un laser on peut obtenir une onde plane cohérente sur
une surface assez faible.

4.2.3

a) Pour des ondes planes les plans d’onde (méme phase) sont perpendiculaires aux rayons lumineux.
Pour 'onde sg le plan (P) est le plan de phase zéro. Le signal de la source s; arrivant en z est en retard
sur celui arrivant en O d’une distance § = xsin 6
b) La vibration de l'onde s () vaudra donc :

s1(t) = Aj cos(wt — 27

zsin 0

)




4.2.4
On utilise la formule démontrée en 4.2.1 :

zsin 0

E =FEy+ E1 4+ /EyEq cos2n

4.2.5

L’interfrange "i" est la distance entre deux franges successives ayant le méme éclairement. Le cosi-
nus reprend la méme valeur pour une variation de son angle de 27 soit isinf/A = 1 d’ou l'interfrange

i = M\/sinf | a ne pas confondre avec le symbole des imaginaires.
Certaines franges ont un éclairement maximum, d’autres un éclairement minimum :

Ernar = EO + E + \/ E()E1 Eorin = EO + FE — \/m

Par définition le contraste vaut :

Emaac - Emin _ Vv EOEI
Ema:c + Emin EO + El

Application numérique : § =30° sinf =1/2 et |i = 2\ = 1,266 ym|
Ay =24, Ey=4F, contraste = 2/5‘

4.3 Principe de l'imagerie par diffraction.

4.3.1
L’optique géométrique prend pour modéle l'existence de rayons lumineux sans épaisseur qui sont

des segments de droite dans les milieux homogeénes et isotropes. Elle ne tient pas compte de la nature
ondulatoire de la lumiére.

Principe de Huygens-Fresnel : Dans le cas de I’optique les ondes qui se propagent a ’extérieur d’une surface
fermée a lintérieur de laquelle se trouve une source (A) sont les mémes que celles obtenues en supprimant
la source (A) et en la remplacant par une série de sources de sources ponctuelles sur la surface, ces sources
ayant I’amplitude et la phase de I’onde émise par (A).

4.3.2
Introduisons l’éclairement F dans la formule donnant T'(z) :

zsin 0 zsin 0

T(x) = pE = o+ Bcos2m | = w{Eo+ Ey + / EoE; cos[2m

I}

d’ott on déduit :

a = u(Ey+ Er) B = pu\/ EoEr

4.3.3
a) ap.dx est le produit de 'amplitude de 'onde qui arrive sur le plan (P) par la surface éclairée. Celle-ci

vaut l.dx et 'amplitude de 'onde vaut Ag. En comparant on trouve ag = Ag.l.

b) & est la différence de marche entre le rayon passant par O et le rayon passant par z. D’ou

c¢) Pour répondre a cette question il va falloir intégrer ds’ en faisant varier x de —h/2 & h/2. Développons
ds' -

xsin 6 xsin W rsin ¥
)][cos(2m )+ isin(27

Laissons de coté ag qui est en facteur du tout et occupons nous d’abord du terme en « :

ds' = ap[a + B cos (27 )]dx

/h/2 ae (zw)dx = a#e (ZM) "
—h/2 P A ~ | “%rsinw P b\ o
am[e){p(iﬂ' Sl;l ) - eXp(’L.ﬂ- SIAH )] — a’/rsin T sin(% sin \I/)

A . mh .
= Oéhm SID(T S11 \I/)



Un ceil exercé reconnaitra 14 un sinus cardinal que l’on trouve souvent dans les problémes simples de
diffraction. Nous y reviendrons plus loin. Le sinus cardinal est la fonction : sinc(z) = sinz/z.
Le terme en [ est constitué de deux produits. Etudions d’abord le premier :

2 in 0 2 in ¥ 1 2
B cos TEOMY cos T2 —[cos ﬂ(sm@ —sin ¥) + cos Lac(sm@ + sin V)]
A 2 A A
B h/2 p A . 27mx . h/2
/h/2 cos —— s1n0 —sinU)dz = 5[27{'(811’19 — s 7) sin — (sin @ — sin \I/)]_h/2
A

h h
= 2 7Th(81n9 ~en 0 sin %(sin@ —sinV) = 7sinc[%(sin9 —sin V)]

ﬁleltsgcond terme du produit est le méngy,que lgpremier ou 'on change sinf —sin ¥ en sinf + sin ¥, il

TSIHC[ 3 (sin® + sin V)]

Le second produit fait apparaitre un terme en cosasinb = 1/2[sin(b+a) +sin(b—a)] ; Pour ne pas alourdir
le calcul nous laisserons de coté le terme constant en facteur iap3/2 et ne calculerons que le premier sinus,
le calcul pour 'autre étant identique en remplacant sin @ + sin U par sinf — sin W. L’intégrale se calcule
ainsi :

h/2 . 2mx . Y orw . o
/_h/2 sin T(sm@—l—sm\lf)dx = [27r(sin0+sin\I/) cos — (sin 6 + sin W)],

—-A h
= [cos 7T—(sin  + sin W) — cos

—7h
in 0 inw)] =
27(sin 6 + sin ) Y (sinf +sin¥)] =0

A

L’autre terme du produit sera lui aussi nul et amplitude totale diffractée dans la direction ¥ sera :

ao,@h

A= aoa.h.sinc(w—)\h sin W) + .[sinc(%(sinﬁ +sinW)) + sinc(%h(sine —sin U))]

4.3.4
Si h >> X soit la valeur de la variable du sinus cardinal est treés grande et le sinus cardinal tend vers

zéro. Si la valeur de la variable du sinus cardinal est nulle, le sinus cardinal vaut 1. Ainsi il y aura de la
lumiére dans les directions qui annulent la variable du sinus cardinal, soit :

¥ =0 v=90 U =—0

4.3.5
Lorsque ¥ = 0 la lumiére diffractée est paralléle a ’axe principal de la lentille pour simplifier les choses.

Il y aura donc une frange passant par le foyer principal image de la lentille. Puis, de part et d’autre, deux
franges paralleles avec les angles W = 6 et ¥ = —0. Ces deux franges sont & la distance f tan de la frange
centrale soit 5,3 cm.




4.4 Phénomeénes de battements

4.4.1
Nous avons une somme de cosinus de méme amplitude. En développant les cosinus et en mettant en

facteur il vient :

1 + cos 2wt

s(t) = Acos dwt. cos wt s%(t) = A? cos® dwt. cos® wt = A? cos? dwt. 5

La valeur moyenne de cos 2wt est nulle d’ou

2 A2
>= AQM = — (1 + cos 20wt)

< s3(t) 5 =1

D’aprés les travaux de Fletcher la bande passante moyenne de l'oreille humaine est de 20 Hz a 20 kH z.
Mais diverses causes peuvent la modifier : le vieillissement diminue les fréquences élevées audibles, I’écoute
de musique a trés fort niveau sur de longues périodes provoque une surdité irréversible (Attention les
oreilles!).

les deux fréquences de 40,5 kHz et 39,5 kH z sont des fréquences ultrasonores inaudibles séparément par
Poreille humaine (mais pas par les chauve-souris). En revanche le phénoméne de battements provoque
I’apparition d’'un son de pulsation 20w ou ce qui revient au méme en fréquence 20 f. Ici par rapport a la
fréquence centrale 40 kHz le § f est de 0,5 kHz et donc la fréquence détectée par loreille est de |1 kHz |.

4.4.2
a) B est en arriére de A avec un décalage dans le temps de T, donc H

Dans le référentiel du probléme I'abscisse de B en fonction du temps est xp = ct + x1 et Iabscisse du
miroir est x;; = vt.Lorsque B atteint de miroir on a :

rp =Ty cr —cT' =wvr (c—v)T=cT
on en tire :
cr vel
T = To =0T =
c—v c—v

b) Bien que cela ne soit pas précisé dans 1’énoncé la position de A(7) est celle du maximum qui s’est réfléchi

sur le miroir a ¢ = 0. Donc la distance et OB(T) = x3, ce qui donne ’ (AB) = (c+ U)T‘ .

Cette distance représente la longueur de l'onde réfléchie.

c¢) Par définition f/ = ¢/N d’oi:
2
cT cvT c+wv
)\, = d = =
o c—v i c—v C(c—v)T
Pour 'observateur fixe on trouve donc
. c—v _ c— Uf
(cH+v) T c+vw

d) En développant I’expression de f’ au premier ordre on tire f' ~ (1 — 2v/c)f dou | f — f' ~ 2fv/c

e) Application numérique Avec les valeurs numériques de ’énoncé on trouve f = 6.10'* Hz d’ot

f—f'=12.10" Hz =120 M Hz|. On se trouve dans le domaine des ondes "radio" juste au dessus de la
bande "FM".
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1 Modélisation d’une ligne électrique composée de résistances réparties
uniformément

1.1

Au point M on écrit que la somme algébrique des courants y arrivant est nulle :

V(z —dx) —V(x) n V(z+dx) —V(x)

rdx rdx

+(0—V(x))gdx =0

En utilisant la formule de Taylor au second ordre il vient :

V(r) — dedV 4 22V y(g) L V@) +dedl + o2 Yy ()

rdx rdx

—V(z)gdz =0

En simplifiant il reste :

v
W —TgV = 0

1.2
Cette équation différentielle est du type : 557‘2/ — o2V =0 on en déduit E Vg |

1.3

Comme la ligne n’est formée que de résistances elle dissipe de la puissance sous forme de chaleur.
Si elle est infiniment longue il ne reste plus de tension au bout donc V(z — o0) = 0. Le coefficient de

I’exponentielle en +az doit donc étre nul : . Si au bout de la ligne la tension est nulle la valeur de
R; n’intervient pas dans ce résultat.

2 Modélisation d’une ligne électrique infinie composée de résistances
longitudinales et de capacités transverses réparties uniformément.

2.1

I'impédance complexe d'un condensateur de capacité vdz est | 1/ivdzw|. gdx est une conductance (in-

verse d’une résistance), son analogue en amplitude complexe est une admittance (inverse d’une impédance).
g est donc analogue & iyw. En remplacant ’équation différentielle demandée est :

¢V(x)
Tz irywV(z) =0




2.2

Comme la ligne est infiniment longue la solution en exponentielle & exposant positif est nulle il ne reste

A N2
que V(z) = Ve ™ avec k? = iryw = rvw% de sorte que :

k= %(14@)

Cette relation est appelée "relation de dispersion".

2.3

En multipliant la solution en V' (z) par 'exponentielle en iwt on obtient :

v(z,t) = ‘C’ei[wtf@(yri)x] _ {}e,\/@x \ il/TT2)

Le terme en exponentielle imaginaire est le terme de propagation et le terme en exponentielle réelle a
exposant négatif est le terme d’atténuation de ’amplitude de I'onde. Soit © = § la distance & laquelle
Iamplitude vaut 1/e de 'amplitude initiale, on écrit :

1 @ 2
—_ = 6_ %(5 (5 = —_—
e ryw
La vitesse de phase v, apparait dans le terme en exponentielle imaginaire sous la forme ew[t_ﬁl d’ou :

2w
Vp = 4] —
© ™y
En posant a = 1/rvy appelée "diffusivité" on obtient :
2a
0=1/— vy = V2aw
w @

3 Propagation de la chaleur dans le sol.

3.1

Le probléme est formellement régi par la méme équation différentielle qu’a la section précédente. Les
notations ont le bon gott d’utiliser les mémes lettres pour désigner des grandeurs physiques différentes.
Par analogie on en déduit :

A z ifw(t— -
O(x,t) =0Oe ¢ xe =)

3.2

Pour les variations diurnes la période de la variation est T" = 86400 s. La pulsation correspondante
vaut wg = 7,27.107° rad.s~. Soit p la profondeur pour laquelle 'amplitude de la température est réduite

a 1 % de la valeur en surface, on a :
A

C) A m

— = e V2P

100 ¢

il vient alors p = In(100).v/2a/y/w. Ou, numériquement, p = 3,85.1073/,/w. De méme v, = v2aw =
8,37.107*/w.

Pour les variations diurnes : |p = 45 cm vy, = 0,6 cm/jour | Pour les variations annuelles la pé-

riode est 365 fois plus grande donc le w, est 365 fois plus petit et sa racine carrée est 19, 1 fois plus petite.

On a donc : |p = 857 em vy = 0,03 cm/jour|.




4 Transport industriel de la chaleur.

4.1

En régime stationnaire on a la formule :® = (0; — 0f)/Ry, soit 0; — 0 = Ry,.®. Si la ligne a une

longueur de 100 m sa résistance thermique est de Ry, = 30 K/W. D’ou 6; = 67 + 30 * 10* = 300080°C.
Il n’est pas raisonnable d’envisager un tel moyen de transport pour la chaleur car la source de chaleur
devrait étre & une température de ’ordre de grandeur de celle du Soleil.
Le transfert de chaleur sur de courtes distances et pour des puissances ne dépassant pas le kW est utilisé,
entre autre, pour refroidir les circuits électroniques de puissance : amplificateurs ou microprocesseurs.
Souvent ce transfert s’accompagne d’une convection par ventilateur : dans les unités centrales d’ordinateur
le microprocesseur est muni d’un radiateur et d’un ventilateur. Il en est de méme pour les amplificateurs
B.F. de sonorisation.

4.2
4.2.1

D,,, est le débit massique de la conduite.

4.2.2

Le débit massique est le produit du débit volumique D, par la masse volumique p de sorte que

’G = Dp.c = p.c.D, ‘

4.2.3

Au point de température 6(z) arrive le flux ®(z — dx) et repart le flux ®(x) et le flux de fuite vers
Pextérieur (6(z) — Oegt)gdx. En ce nceud la somme algébrique des flux est nulle d’ou :

GlO(x —dx) — 0(x)] + [Oewt — O(x)]gdx =0

En développant (z — dz) = 0(x) — %dw il vient, apres simplification :

do

9 _9
I + GQ(:r) = = Oept

G

4.2.4

Cette équation différentielle est du premier ordre & coefficient constant avec second membre, sa solution
générale est la somme de la solution générale de I’équation sans second membre et d’un solution particuliére
de I'équation avec second membre. On peut alors écrire :

0(x) = Ae &% 40y =0 60(0) =0y 0(x) — Oezy = [0 — Ot &°

d’ou on tire la valeur de ’écart relatif :

= 9(.%‘)—96$t :67%30
00 _Hea:t

4.2.5 Application numérique :

Il faut d’abord passer en unités légales : D, = 360 litres/heure = 104 m3/s
a) 6p=90°C 60, =89°C g/G=29,57.10~*

84 95710 % 1 85

T T SN ey 7

85 ¢ 179 57104 84 1 m
b) Avec L =100 m on a 6, — 5 = 85.e~957107 89 3° ¢



c) Désignons par @, le flux arrivant dans le pavillon et par ®/ le flux en sortant, on peut écrire : &7, — @7 =
10* W d’ott G, — 0] = 10* et enfin :

0, = 58,4 °C

De la méme fagon on écrit 6, — 5 = (6} — 5)e~957107% it |9 = 53,5 ° C

d) D’apreés la relation ® = G.0(x) on peut écrire : &g = G.0 @, = G.0;. Le flux net est alors :

Dt = Po— P = G.(0p—0}). Avec les valeurs numériques déja trouvées on obtient : | ®y,; = 15, 26.10° W

e) De la méme facon le flux perdu a laller vaut : | ®peray = G.(6p — 01) = 3, 22.10° W

f) Le flux perdu au retour est : | & ., = G.(07, — 6) = 2,04.10° W

g) Le flux perdu le long de la conduite vaut : ®,.; — ®, = 5,26.10> W. Le pourcentage des pertes par
rapport au flux utile est | 52,6 % |L’isolation de la conduite ne parait pas suffisante, mais tout dépend
du contexte. Si le flux net cotite cher, il faut éviter de perdre de la chaleur, d’ou une bonne isolation de
la conduite qui cotite elle-méme cher. Si le flux net est un sous produit d’une activité industrielle ( par
exemple refroidissement d’une centrale nucléaire) on peut accepter une perte en ligne plus forte, car la
conduite cotitera moins cher.




