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I Propagation des ondes électromagnétiques

A Propagation dans une ligne coaxiale sans pertes

1. Dans le vide, loin des charges et courants :

R
B
div(E) =0 rol(By = - 28
ot

OF

dw(ﬁ) =0 7"—01?(?)) = +€()‘LL()E

N T A N 82E
Dot 'on déduit A E = eopo -
—
En remplagant E par ’expression proposée, on obtient :
k% = €0M0w2

2. Dans les conducteurs parfaits, les champs magnétique et électrque variables dans le temps sont nuls en tout
points, car ’épaisseur de peau y est nulle. Le champ magnétique proposé est orthoradial, donc sa composante
normale aux deux conducteurs est nulle, ce qui respecte la condition de passage de part et d’autre d’une surface
de discontinuité AB = pg j surf A W1-2.

Le champ électrique proposé est normal aux surfaces de conducteurs, donc sa composante tangantielle est nulle,

plr
ce qui respecte la condition de continuité de la composante tangentielle de E au passage d’une surface de
discontinuité.

Le flux du champ électrique sortant du cylindre est indépendants du rayon du cylindre. Il est égal a la charge
portée par le cylindre conducteur intérieur sur la hauteur H de cylindre choisie.

La circulation du champ magnétique sur un cercle de rayon r ne dépend par de r, elle est donc prportionnelle
au courant qui passe dans le conducteur central.

Les théorémes de Gauss et d’Ampére sont vérifiés, ils permettent de déduire a la cote z la charge linéique portée
par le conducteur, ainsi que le courant.

3. Le théoréme d’Ampeére appliqué sur le cercle centré sur Oz, de rayon r :
—
Ik B.dl = 1oi(z,t) permet de calculer i(z,t) :

1
i(z,t) = — ﬁ(r,z,t).rd@?g
Ho
1 E .
i(z,t) = — ?9.—0r—0.63(‘”t_kz).rd9?9
Ho cr
i(z, 1) = ZTEOT0 otk
Clo

T0

C.[o

D’aprés le dépendance en z et ¢ de la tension et du courant en ¢t — £, on déduit i(z,t) et u(z,t) vérifient I'équation
de D’Alembert :

On en déduit donc o = 2.7

Pu 2 8%u
otz * 022
4.
i(z,t) —i(z + dz,t) = Fdzw et u(z,t) —u(z +dz,t) = Adzal(;t’t)
di(z,t)  _Ou(z,t) du(z,t)  Di(z,t)
B 8z r ot et - 0z =A ot
Soit :

0%i(z,t D%i(z,t
(51) _ ) PiC0)
022 ot2
On identifie ainsi une premiére relation entre I', A, g et pg :
T'A= CLQ soit A = €0
Une autre relation provient de ’expression de I'impédance caractéristique du milieu donnée par 1’énoncé :
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Ze =4 /E‘L[‘j, qu’on peut aussi exprimer en fonction de I' et A :

3 di(z,t) _ F@g(z, t)

0z ot
+jki(z,t) = Tjwu(z,t)

Finalement Z. = %r

On en déduit : I' = ¢y et A = pg.

5. Erreur d’énoncé : il s’agit de ’abscisse z. La puissance regue par le cAble situé au-dela de z est pgp(z,t) =
u(z,t).i(z,t) ot u et i sont les grandeurs réelles.

Comme i(z,t) = V2Ipcos(wt — kz) donc pgar(z,t) = \/gi(z,t).i(z,t),
alors pgar(2,t) = \/§2I()20052(wt — k2).

En valeur moyenne temporelle : Pgp; = \/§IO2
La puissance transmise est transmise vers les z croissants.
6. L’énergie contenue dans la tranche dz est Wgar = 2Adz(i(2,1))? + 3Tdz(u(z, t))%

Comme % = Z, = %, SWewn = Adz(i(2,t))? donc en valeur moyenne, par unité de longueur :

wpy = Aly?

La grandeur 5 vl \/% représente la vitesse de propagation de I’énergie, ici, elle est égale & la vitesse de

propagation de I'onde.

7. Les lois des noeuds et des mailles :

dip_
Up—1—Up =L gt !
di
Up — Un+1 = Ld—:
. . du
in—1—ip =C dtn
Soit :
dli .+ —i
Up—1 + Up+1 — 2un = LM
dt
d*u
Up—1+ Upp1 — 2Up = LCT;

En remplacant u,, par ’expression proposée, il vient :
erj(wt—k(n—l)a) + erj(wt—k(n—i-l)a) o 2U06j(wt—kna) _ Lc(jw)2UOej(wt—kna)

Soit en simplifiant par Upe’ (Wt—kna) .

eika L g=ika _ 9 — _ 1,02

2cos(ka) — 2 = —LCw?

—4sin®*(ka) = —LCw®

Finalement : o ka LC ,
sin (7) =gV

Pour retrouver les solutions identiques a celles de la ligne & constantes réparties, il faut pouvoir linéariser le
sinus, donc cela est possible dans 'approximation des petits angles ka/2 < 0,1 car alors :

—2— Concours 2009



X-ENS PSI 2009.

10.

. ka LCw?
sm(g) = 1
E_ . JLC
w Vaa
k_ VAT
w

La condition ka/2 < 0,1 des petits angles entraine 2{(1/2 < 0,1 soit A >> a, la longueur d’onde de ’'onde que
I’on étudie doit étre bien supérieure aux discontinuités du milieu.

. Pour des composants de ’ordre du centimétre, les ondes qui peuvent se propager sans dispersion notable ont une

longueur d’onde de 'ordre du métre A\ ~ 1 m, or A = ¢/ fsoit une fréquence inférieure & 300 M H z, domaine radio.
Pour des composants de dix microns, la fréquence est de I'ordre de 3.10'3 Hz, ce qui est Pordre des fréquences
optiques.

B Atténuation et amplification des ondes électromagnétiques

. Erreur d’énoncé : il faut lire dG = vdz et non dG = ~dz. Etablissons la nouvelle équations aux dérivées

partielles vérifiée par u(z,t) ou i(z,t).

_Oi(z,t) _ Oulz,t)

 Ou(z,t) _Aai(z,t)
8z ot
11 vient : 92 (e.t) o2 (2.0 Diz.t)
i(z,t) i(z,t i(z,t
022 A o2 A ot

L’équation de dispersion est alors :
k* = TAw? — juyA

k est donc complexe. Soit k = k1 + jko avec k; et ks réels, alors k? = (k12 — k:22) +j(2k1k2). Comme on s’intéresse
aux ondes qui se propagent vers les z croissants, k; est positif, 'identification des parties imaginaires des deux
expressions de k2, soit 2k1ky = —wyA entraine que kg < 0, alors e/ (Wt—(k1+5k2)2) ggcrit

ek2z (wt—k12)

el
est bien une onde qui s’atténue en progressant vers z croissant.

Par ailleurs, dans le cas d’une ligne coaxiale, on peut considérer que la conductance placée en paralléle sur le
condensateur est un terme correctif, ce qui permet de considérer que wyA << I'Aw?, alors en effectuant un
développement limité en %, il vient :
k= \/ﬂ(d(l — jﬁ), on voit alors que ’onde progressive vers les z croissants s’atténue si 7y est positif, car alors
Q(Z, t) = er_% %Ze(j(‘*)tfmwz)).

Erreur d’énoncé : I’expression proposée pour u,(t) dépend de z. L’énoncé introduit donc une
confusion entre modéle discret et modéle continu. Il faudrait avoir u,(t) = er%ejwimw
Le montage & amplificateur opérationnel réalise une résistance négative, de sorte que le courant qui traverse la

branche en paralléle du condensateur dans le sens haut vers bas est i, = —LR“.
Alors ’équation qui relie uy—1, Un41 €t uy, est :
di,
Up — Up+1 = Ld_tn
. . du +1 1
Ip — lntl = C C;Lt - EunJrl
d(in —1
U + Unpa — 2t :LM
dt
d2un+1 L dun+1
Up + U —2u =LC - —=
not 2 et dt2 R dt
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

La nouvelle équation de dispersion est
ka L
4.5in*(~—) = LCw? 4 jw—
(%) W jw o
Soit, puisque la condition des petits angles est vérifiée,

ka L
4.(=)* = LOW? + jw—7
(%) Wt jwp
Soit k = k1 + jke le nombre d’onde de ’onde qui progresse vers les z croissants. avec k; et ks réels. L’onde étudiée
progresse vers les z croissants, donc k; > 0, alors comme k% = k12 — k22 + 2jk1ko on identifie k1ky = w% > 0,

donc kg > 0, 'onde est bien amplifiée.

On utilise des amplificateurs d’ondes dans les fibres optiques. On peut aussi citer V'effet laser qui est une ampli-
fication optique.

Enoncé : Il faut comprendre : Etablir I’équation aux dérivées partielles vérifiée par la tension. Pour
passer d’un milieu discret & un modéle continu, il suffit de remplacer les composants de la cellule élémentaire
discréte par les composants de la cellule élémentaire continue. Soit :

C a remplacer par dC = %dz =Idzdoul = %
L a remplacer par dL = %dz = Adz dou A = %
G aremplacer par dG = };L—idz doty = — ﬁ. Ici la résistance est négative a cause de 'ampliifcateur opérationnel.

On peut reprendre directement le résultat de la question 9), équation différentielle est alors :
0?u(z,1) 0%u(z,t) Ou(z,t)
T A AN

022 oz T o

i ili =-2 /L =1 —_2/r_1 _ 2
Soit, en utilisant /. = ~ \/I et c AT Comme on remarque que cle > \/I\/ﬁ =X

Finalement :
O*u(z,t) l@QU(z,t) 2 Ou(z,t)

822 2 o2 lec Ot

Cherchons o tel que 7 — o E soit la relation constitutive du milieu qui permette d’établir que le champ électrique
vérifie la méme équation différentielle que la tension.

N
0B

ot

—

— —
| =cF rot(E) = —

<]

- — oF
7”—015>(B) =MoJ) + 60#0@

OF ?E

—

AE = 1100 — + [1p€0——or
HoT gy T HOO 5

2

Les équations vérifiées par u et E sont identiques & condition que o = — T

C Reéalisation d’un milieu paradoxal

La situation est la méme qu’ a la question 7) & condition de remplacer L par —L et C' par —C, en effet les
amplificateurs opérationnels sont disposés de sorte que le courant qui passe dans la bobine soit —i, selon le
sens de Oz, et le courant qui descend dans le condensateur est i, — i,,. Les calculs méneront donc & la méme
équation différentielle, et la solution progressive proposée peut bien se propager ves les z croissants.

La condition qui permet d’utiliser le modéle de ligne & constante répartie est & nouveau A >> a.
A= % et I' = %

L’impédance caractéristique de la ligne est désormais Z, = —-L

C_F .

La puissance transmise & l’abscisse z est en valeur instantannée pgp(z,t) = u(z,t)i(z,t) donc pgay(z,t) =
Z.i%(2,t) .

Finalement en valeur moyenne Pgj; = fciFIoQ. La puissance est donc effectivement transmie de droite & gauche.

Au I.A4) on avait établi A = g et I' = €, on constate qu’en changeant €y en —eg et pg en —pg on transforme
A et T" en leurs opposés.
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18.

19.

20.

21.

22.

La vitesse de phase est dirigée vers les z croissants, car la phase est w(t — f), alors que la puissance est transmise
vers les z décroissants, en effet, on peut exprimer le vecteur de Poynting dans ce milieu :

EANB
-
H =
—Ho
_ (EQTQ )2 cos?(wt — kz) T AT
T 7C‘LL()
(EQTQ )2 cos®(wt — kz) _,
= u z
T —Clo

II Diffusion thermique

A Modéle électrique de la diffusion thermique
Le bilan d’énergie dans la tranche de longueur dz entre ¢ et ¢t + dt s’écrit :

Pth(zat) - Pth(z + dzat) = EcthdZ(T(th + dt) - T(th))

OP, oT
—dz azth = Ecthdzg
. 0P oT
Soit — = Ycth—
o 9 oy
Avec la loi de Fourier, ji, = —K%—Z, on en déduit :
_6thh _ e oT
0z ot
0*T oT
YK = Ycih—
072 “th o
. 0T oT
Soit : Kﬁ = Ctha

Loi des mailles : T'(z,t) — T(z + dz,t) = dRp, Pin (2, 1)
Loi des noeuds : P (z,t) — Pip(z +dz,t) = dCthW
Soit, en simplifiant par dz :

or 1
"o Tl
0Py, OT(z + dz)

N eun ot

T 19T

Soit : = —
ot 022  Keyy, Ot

On peut utiliser une modélisation discréte du probléme thermique a condition que la longueur typique du
phénomeéne soit trés supérieure a la longueur a. L’équation différentielle permet d’identifier la longueur typique [
d’un phénoméne de fréquence f : 152 = ¢ f, donc plus la fréquence est grande, plus la longueur caractéristique est

K
cth fmax

faible, donc la condition sera que la longueur caractéristique minimale soit supérieure & a : lomin = >a

Ryp = 355 et Cyp = aXicy,

B Effet thermique en haute fréquence

Ici, je ne sais pas de quoi on parle. La température T;,(¢) n’est pas définie concrétement, en quel
point physique serait elle mesurable!! C’est un tube de quoi? de circuits intégrés ?
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On refait les mémes calculs que précédemment :

dPth,n

Ty —Thni1 = Ly, at + RinPinn
dPin.n
Trhy1—Thyo = Lth% + RinPihnt1
dTnJrl
Pinn — Pihne1 =C
th, thnt1 = Cen——
. d*T, T,
Soit : Ty +Toye —2T041 = LinCon— 57— 72 L RinCi, d:l

L’équation différentielle s’en déduit :

82T 0T oT
= Aenlen— o2 +rth]-—‘th§

Cin Lup Run
o I'y, = =t Ay, = = et 1y, = 222,

23. On peut établir I’équation de la chaleur a partir de ’équation de conservation de 1’énergie et la nouvelle forme
proposée pour I’équation de Fourier :

P, oT
_ = Y —
0z “h o
ajth oT
= —K—
TS ot 0z

. 82T Cth oT TCth 82T

Soit : — ==+ ——

022 K ot K ot?

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Il s’agit bien de la méme équation différentielle qu’a la question précédente.

Je ne vois pas comment répondre a la question, car je ne comprends pas de quoi il s’agit. Faut il
considérer encore le tube de la question 19) 77 ?

Il y aurait une puissance perdue par rayonnement ?

III Machine frigorifique

A La représentation de la machine frigorifique

Les deux relations sont pour la premiére ’écriture du premier principe pour les transformations cycliques de la
machine pendant une unité de temps, pour la deuxiéme, la relation de Clausius, par unité de temps.

Il me semble qu’il y a une erreur dans la définition de Py, = (T/, —T¢)/Ro et donc de Ry, en effet,
je pense que T}, > T¢ et Ty > T}. Je change ces relations pour la suite
Comme Ty > Tp et TH > T¢, alors T, — T > To — Tr soit ATy > Te — Tr.

Lefficacité de la machine peut étre définie comme 7 = PuissanceBatraiteDeLaSourcelroide . Celle-ci est
PuissanceM caniqueRecue

maximale lorsque le fonctionnement est réversible. L’inégalité de Clausius est alors remplacée par une égalité,

Pinr _ Pinc
Tr Tc

On en déduit, alors, avec le premier principe : Py,p(1 — —) + Py =0, puis n = T o . Dans ce cas, ATy =
Tc — Tr puisque le fonctionnement réversible n’est poss1b1e que s’il n’ y a pas de phenomene de diffusion, donc
R() =0.

Pipr = Py LE AT . La puissance extraite de la source froide est d’autant plus grande que ’écart de température
entre T et TF est petit.

Pipp
Pw

Je ne sais pas quoi répondre.
Une machine petite et rapide, mais & Py donné, entraine & chaque cycle un échange faible.

La relation est fausse, car T/, = T¢ + PipoRo et T, = Tr — Py Ro La relation proposée est la relation de

Clausius pour la machine frigorifique réversible. % = Luc
F
A partir de :
Pypr Tr — PyrRo

= et P, — P, + Py =0
Pine  Tco+ PieRo thE the W
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

On établit :
Pw 0
Ppr 1-p
Alors, avec T, = Te + PineRo et Ty = Tr — PypRo On établit :
ATy 3, 0
el R T S
Tr toli—5 Y

Et numériquement : % =0,33 et ATZ" =0, 32.

L’efficacité maximale trouvée est n = G_il = 5, alors que efficacité de la machine globale est n = 3...
Si on ne modifie pas ’erreur sur les définitions de Ry on trouve une efficacité de carnot inférieure

a D’efficacité de la machine

B Reéalisation de micromachines thermiques

Je ne vois pas la définition de ATjdz, je considére que c’est ’équivalent de T/, — T} pour la
micromachine.

La loi des noeuds s’écrit ici,
Pip(2) — Pin(z 4+ dz) = —Prw(z)dz

Soit :

En appliquant la somme des tensions aux bornes de 'assciation série de résistances et de la source de tension,
on obtient : T R
0

— =-2—P, AT,

e P i (2) + AT
OnaTp=T(z)— %dthh(z) et T, =T(z+dz) + %dthh(z +dz)
Pin(2) _ Pin(2+dz)

T, — T T,

Et le deuxiéme principe de la thermodynamique s’écrit :
Alors
P (2) _ Pip(z+dz)
T(z) — 13“ dzPy(z) T(z+dz)+ %dthh(z +dz)

P (2)(T(z+dz) + %dthh(z +dz)) = P (2 + d2)(T(2) — %dthh(z))

R
P (2)T (2 + dz) — Pun(z + d2)T(2) = —QFOdZPth(z + dz) P (2)

Pin(z)  Pa(z+dz) —Q&dzpth(z + dz) Py, (2)
T'(z) T(z+dz)  ~d T(z + d2)T(2)
Soit : _%(?’EZ)) _ _2%(?}2(5))2

D’apreés le relation précédente, Si on pose X (z) = P%’Zg), I’équation différentielle s’écrit : % = Q%XQ.

L’intégration de cette relation entre z = 0 et z conduit a :

I N SN L

X(z) (0) d
Soit :

T(z) _T(O) R

P(z) P(0) d
Ce qui correspond bien a le relation proposée. avec C7 = g(—gg et Cy = —2%.
La relation précédente en z = d conduit a

Tc
PthC = T R,
Pt:F - 2706[

Soit : ,

Pine = Pinr

1-p
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37. D’aprés la question 32), on établit :

2
PI//V = PLde

0
2
dPth
P, = —d
w /0 dz
Pl = Pyy(d) — P (0)
Py, = Pine — Puvr

P} . . . .
Le rapport Fs = % — 1, on retrouve le méme résultat que précédemment, dans le cas de la machine non

idéale.

38. Grace a la question 33) on peut établir I’équation différentielle vérifiée par T'(z), soit % = 2B _T(z) ATro,

d Ci1+Caz
. T . s e . . . . ’
soit ‘fi—z =y e szc)ﬂ + ATy . L’énoncé indique que ATTg est uniforme, donc indépendant de z, on peut résoudre

I’équation par la méthode de la variation de la constante :

Solution de I’équation homogéne ‘g —Cy ClTszc)Qz =0:

T(Z) = B(Z)(Cl + CQZ)

Dans I’équation avec second membre :

ar T(z)
— =Cy———~— + AT,
&z~ P01 Gy OO
dB B(Z)(O1 + CQZ)
— B 2=0y—+——"" 1+ AT
dz (Cl + CQZ) —+ (Z)C 02 Cl T CQZ + L0
dB
E(Cl -+ CQZ) = AT
dB ATy
dz (Cl + CQZ)
AT
B(z) = C“zn(c1 +Chz)+ A
2

Il reste a calculer la constnante d’intégration. A z =0, T'= TF, on en déduit :

AT
Tr = ( CL“ In(Cy) + A)Cy
2
Tr ATro
A=2L_ I
c, Co (C1)
Soit :
o1 Tr  ATrg, Ci1+4Coz
T(z) = (Cy +CQZ)(71 + C In( c )
Et finalement :
T AT Cy + Cod
Te = (G +ng)(é + Gj"zn( L a 20y
ATy od
0=01-p)01+ TLT‘;M - 8))
ATpod B 0

= (1

TF ZTL(]. — ﬂ) )

15

s

39. Je ne sais pas répondre a cette question...et ne comprends pas le comportement paradoxal des
machines annoncé au début...
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