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1 Refroidissement d’un résonateur mécanique

1. La relation de la dynamique projetée sur l’axe Ox donne mẍ + Kx = 0. La pulsation propre de l’oscilla-

teur est ω0 = 2π f0 =
√

K
m .

2. Dans cette question, il y a équivoque entre la pulsation de résonance en régime harmonique forcé et
la pulsation des oscillations amorties souvent appelée pseudo-pulsation. L’équation différentielle du mou-
vement est maintenant mẍ + mγẋ + Kx = 0 qui devient ẍ + γẋ + ω2

0x = 0. Le discriminant de l’équation
caractéristique est ∆ = γ2 − 4ω2

0 < 0 puisque le système est faiblement amorti. Les racines sont donc

complexes de la forme r = −γ
2 ± j

√

ω2
0 −

γ2

4 . Les solutions sont de la forme x(t) = exp−γ
2 t(A cos Ωt +

B sin Ωt) avec Ω =
√

ω2
0 −

γ2

4 . Au premier ordre en γ/ω0, on peut effectivement voir que Ω ≃ ω0.

Pour une résonance d’amplitude, il faudrait exciter l’oscillateur avec une force de la forme F0 cos ωt. En
utilisant la notation complexe, on trouve que [(ω2

0 − ω2) + jγω]x = F0/m. L’amplitude est donnée par

|x|2 =
F2

0 /m2

(ω2
0−ω2)2+γ2ω2 . Cette amplitude est maximale lorsque D(ω) = (ω2

0 − ω2)2 + γ2ω2 passe par un mi-

nimum. Le calcul de la dérivée montre que cela se produit pour ωr =
√

ω2
0 −

γ2

2 à condition évidemment

que γ < ω0

√
2. On notera toutefois qu’au premier ordre en γ/ω0, on peut confondre ωr et Ω.

3. La forme de la solution est x(t) = exp−γ
2 t(A cos ω0t + B sin ω0t). Or, à t = 0, on a x = x0 et donc

A = x0. Le système est lâché sans vitesse initiale. Le calcul de la vitesse donne ẋ = exp−γ
2 t((Bω0 −

γ
2 A) cos ω0t + (Aω0 − γ

2 B) sin ω0t). Comme ẋ = 0 en t = 0, on doit avoir 0 = Bω0 − γ
2 A et, par conséquent,

B = γx0

2ω0
. On écrit donc que x(t) = x0 exp−γ

2 t[cos ω0t + γ
2ω0

sin ω0t]. Comme γ ≪ ω0, on va simplifier

l’expression précédente pour conclure que x = x0 exp−γ
2 t cos ω0t . L’allure de la courbe est donnée à la

figure 1.
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FIG. 1 – Oscillations amorties

4. On a Ep = 1
2 Kx2 = 1

2 Kx2
0 exp−γt cos2 ω0t et Ec = m

2 ẋ2 = 1
2 mω2

0x2
0 exp−γt sin2 ω0t. L’énergie mécanique
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est donnée par : Em = 1
2 Kx2

0 exp−γt puisque mω2
0 = K. On constate que l’énergie mécanique diminue du

fait des frottements fluides.

5. Les chocs étant aléatoires, il y en aura autant d’un côté du miroir que de l’autre côté .

6. L’amortissement étant très faible, on raisonne sur une durée qui permet de considérer une forme de
solution x = xT cos ω0t non amortie. On a ainsi Ec = 1

2 mω2
0x2

T sin2 ω0t et Ep = 1
2 Kx2

T cos2 ω0t. Sachant que

sur une période < cos2 ω0t >= 1
2 , on trouve que l’énergie mécanique moyenne est < Em >= 1

4 mω2
0x2

T =

1
2 kBT. L’amplitude des oscillations est : xT =

√

2kBT
mω2

0
.

7. On prendra une température T ≃ 300 K, on trouve xT ≃ 5 × 10−14 m . Cette amplitude est très faible,
nettement en dessous du picomètre.

8. Puisqu’on étudie une phase où l’amortissement est négligeable, l’énergie mécanique se conserve. Il
faut donc que la puissance de la force de LANGEVIN compense la force de frottement : PFT

+ Pf r = 0

avec Pf r = −mγẋ2. La puissance moyenne de la force de LANGEVIN est donc PFT
= mγ < ẋ2 >. Or

ẋ2 = ω2x2
T sin2 ω0t, on en déduit que < ẋ2 >= 1

2 ω2
0x2

T et donc que PFT
= γ 1

2 mω2
0x2

T. On trouve bien que :

PFT
= γkBT .

9. On ajoute au bilan de force une force de frottement fluide de la forme −gmγẋ. La relation de la dy-
namique conduit alors à : ẍ + (1 + g)γẋ + ω2

0x = 0. Comme la puissance de la force de LANGEVIN est
toujours la même, on a PFT

= γkBT = mγ(1 + g) < ẋ2 >= 1
2 γmω2

0x2
cr(1 + g). La nouvelle amplitude des

oscillations en régime permanent est xcr =
√

2kBT
(1+g)mω2

0
ce qui donne : xcr = xT√

1+g
.

10. L’énergie mécanique est au carré de l’amplitude et on a E′
m = 1

2
mω2

0 x2
T

1+g = kBT′. On en déduit que,

puisque 1
2 mω2

0x2
T = kBT, l’on a : T′ = T

1+g .

11. Les fluctuations thermiques ne dépendent que de la température et pas de la pression, sauf si le fait

d’augmenter la pression était suivi d’une augmentation de la température ce qui n’est pas le cas envisagé
ici.

2 Mesure de petits déplacements

12. Considérons le faisceau 1 qui va être détecté par le photodétecteur Ph1. Il y parvient une onde qui
a traversé la lame séparatrice (coefficient t) qui va vers le miroir M2 (déphasage de ϕ) et qui revient se
réfléchir sur la lame (coefficient −r). Le déphasage par rapport à l’autre faisceau est ϕ = 2π

λ (∆L0 + x(t)).
L’amplitude est donc −a0tr exp jϕ. Pour l’autre rayon parvenant sur Ph1, c’est une réflexion (coefficient r)
pour aller vers le miroir M1 et une transmission (coefficient t) à la traversée de la lame. L’amplitude est
donc a0rt. Finalement sur le détecteur Ph1, on récupère l’amplitude totale s1 = a0rt(1 − exp jϕ). L’intensité
est donc I1 = αs1s∗1 = α

4 a2
0(2 − 2 cos ϕ). Avec une intensité rentrant dans l’interféromètre I0 = αa2

0, on

peut écrire que I1 = I0
2 (1 − cos 4π

λ (∆L0 + x(t))) . Pour l’amplitude arrivant sur le second détecteur, on

a une contribution qui provient d’un faisceau qui est allé sur le miroir M2 et qui a fait deux traversées
de la lame : amplitude a0t2 exp jϕ et une autre qui a fait deux réflexions sur la lame : amplitude a0r2.
Comme r2 = t2, on arrive à une amplitude totale s2 = 1

2 a0(1 + exp jϕ) et donc une intensité de la forme

I2 = I0
2 (1 + cos 4π

λ (∆L0 + x(t))) .

13. On en déduit que s = η I0 cos 4π
λ (∆L0 + x(t))). On effectue un développement limité de la fonction

cosinus au voisinage de 0 et on arrive à s = η I0 cos 4π∆L0
λ − η I0

4π
λ (sin 4π∆L0

λ )x. On identifie donc s0 =

η I0 cos 4π∆L0
λ et α = −η I0

4π
λ sin 4π∆L0

λ .

14. On souhaite avoir la plus grande valeur de α > 0 possible. Il faut que sin 4π∆L0
λ = −1. Cela signifie que

4π∆L0
λ = (4p + 3)π

2 . La condition sur la longueur est donc : ∆L0 = (4p + 3)λ
8 . Si cette condition est réalisée,
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on constate que s0 = 0 à ce moment-là. La réponse du détecteur est alors linéaire avec s(t) = αmaxx(t) où

l’on a posé αmax = η I04π
λ .

15. Si ∆L0 varie de λ
8 alors la sensibilité α = 0 puisque sin 4π(∆L0+D(t))

λ = sin( 4π∆L0
λ + π

2 ) = 0.

16. D’après ce que l’on a vu avant, s(t) = η I0 cos 4π
λ (∆L0 + λ t

td
) − x(t)η I0

4π
λ sin 4π

λ (∆L0 + λ t
td

). On

développe le cosinus et le sinus en utilisant les conditions vues avant (sin 4π∆L0
λ = −1 et cos 4π∆L0

λ = 0).

On obtient alors s′0(t) = η I0 sin 4π t
td

et α′(t) = η I0
4π
λ cos 4π t

td
. Avec cette forme, on retrouve le fait que

α′(t = 0) = αmax et s′0(t = 0) = 0. La fonction α′(t) obtenue ici, varie assez peu au voisinage de 0.
Comme de plus, cos π

6 ≃ 0, 87 on peut estimer que la sensibilité varie peu sur l’intervalle [0, π
6 ]. La durée

de l’expérience peut être estimée de telle sorte que 4π
texp

td
= π

6 . On trouve donc que texp ≃ td
24 ≃ 0, 5 s.

17. La période des oscillations est T0 = 1
f0

= 10−6 s. On a texp = 5 × 105T0, c’est une durée suffisante pour

mesurer les oscillations du miroir.

18. On suppose maintenant que le déplacement du miroir M1 est ℓc = βuc(t) = βs(t) à cause de rétroaction
réalisée sur le montage électronique. Or s(t) = αmax(∆L(t) − ∆L0) et ∆L(t) − ∆L0 = D(t) − ℓc(t) + x(t).

On obtient dans ces conditions : s(t) = αmax
1+βαmax

(D(t) + x(t)) .

19. En utilisant la forme de D(t), on peut écrire que s(t) = αmax
1+βαmax

x(t) + λ αmax
1+βαmax

t
td

. On constate sur cette

expression que tout se passe comme si l’on avait affaire à une nouvelle durée caractéristique t′d d’évolution

de D(t) en posant s(t) = αmax
1+βαmax

x(t) + λ t
t′d

en posant t′d = td
1+βαmax

αmax
. Si βαmax ≃ 103 alors t′d ≃ βtd ≃ 500 s.

20. En contre-partie, on constate que l’on passe de s(t) = αmaxu(t) à s(t) = αmax
1+βαmax

x(t). La sensibilité est

donc αmax
1+βαmax

≃ 10−3 .

21. On a un filtre passe-bas du premier ordre, le module de sa fonction de transfert est H(ω) = 1
√

1+ ω2

ω2
c

.

Sa pulsation de coupure est ωc. Si on veut discriminer l’effet de dilatation et celui d’oscillation, il faut que
le signal basse fréquence (dilatation) passe alors que le signal de haute fréquence (oscillations) soit filtré.
La pulsation de coupure doit se situer entre les deux pulsations caractéristiques des deux signaux. On doit

donc avoir : 1
td

< ωc
2π < f0 . On peut choisir fc = ωc

2π ≃ 1 kHz.

22. A priori, les grandeurs évoquées sont les grandeurs complexes. On reste dans le domaine linéaire
avec ∆L(ω) + D(ω) − ℓc(ω) + x(ω) et ℓc(ω) = βuc(ω). En ajoutant la relation de transfert uc(ω) =

H(ω)s(ω), on arrive à s(ω) = αmax(D(ω)+x(ω))
1+αmax βH(ω)

. En réalité, cette expression n’est satisfaisante que pour un

signal monochromatique, ce qui n’est pas le cas ici. Le signal est composé de deux contributions, l’une
ω0 = 2π f0 pour les oscillations et l’autre ωd = 1

td
pour la dilatation thermique. La linéarité de l’en-

semble des composants assure du fait que la réponse sera la somme des réponses à chaque signal. On
aura donc s = αmax

1+αmax βH(ω0)
x(ω0) + αmax

1+αmax βH(ω0)
D(ωd). En choisissant correctement le filtre, comme on l’a

vu à la question précédente, on aura H(ω0) ≃ 0 et H(ωd) ≃ 1. L’expression de la réponse sera donc :

s = αmaxx(ω0) + αmax
1+αmax β D(ωd) . Cette expression nous montre que l’on a bien la sensibilité maximale αmax

pour x(ω0), c’est-à-dire les oscillations qui nous intéressent tout en retrouvant une fonction liée à la dilata-

tion qui va évoluer avec un temps caractéristique t′d = 1+αmax β
αmax

td à cause du terme αmax
1+αmax β D(t).

3 Le photodétecteur

23. La puissance correspond à l’énergie par unité de temps, on a P = φ hc
λ d’où φ = Pλ

hc .

24. La conversion est de un photon pour un électron. L’intensité correspondant au nombre de d’électrons

par unité de temps, on a donc iD = φe = κP = λe
hc P. la photosensibilité est κ = λe

hc .

25. Avec les valeurs numériques proposées, on trouve : κ = 5 × 10−3 A · W−1 .
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26. L’amplificateur opérationnel étant idéal, aucun courant ne circule au niveau de son entrée non-
inverseuse. La résistance R est parcourue par l’intensité iD2

− iD1
. Comme V+ = V− = s (montage suiveur),

on en déduit que s = Rκ(P2 − P1) .

27. Dans le circuit, on peut lire que s − uD1
= −Vcc, s + uD2

= Vcc et uD1
+ uD2

= 2Vcc. on a donc
2s = uD1

− uD2
. Si l’on veut qu’il y ait au moins 10 V sur l’une des diodes, cela veut dire qu’il y a alors 20 V

sur l’autre, en fait |uD1
− uD2

| = 10 V et donc s = 5 V. Pour une différence P2 − P1 = 0, 01 W, on veut une

réponse s = 5 V. On va en déduire que κ(P2 − P1) = 5 × 10−5 A et donc que R = s
κ(P2−P1)

= 100 kΩ .

28. Avec le condensateur dans le modèle de la diode, il faut reprendre l’écriture des lois de l’électricité. On
a uD2

= Vcc − s, uD1
= Vcc + s, l’intensité du courant le condensateur de la diode D2 est donc i2 = C dVcc−s

dt =

−C ds
dt car Vcc est stabilisée donc indépendante du temps. Pour l’intensité dans le condensateur de la diode

D1, le raisonnement est le même i1 = C ds
dt . Il reste à écrire la loi de nœuds en notant iR l’intensité circulant

dans la résistance R : κP2 + i2 = iR + κP1 + i1. On en déduit que iR = κ(P2 − P1) − 2C ds
dt et ensuite que

s = RiR = κR(p2 − P1)− 2RC ds
dt . La tension de sortie obéit à l’équation différentielle 2RC ds

dt + s = κR(P2 −
P1) = 2κP0ξ cos ωt. En régime permanent sinusoı̈dal, on recherche la solution sous forme complexe : s(1 +

j2RCω) = 2κP0ξ. La forme réelle de la solution est : s(t) = 2κP0ξ√
1+4R2C2ω2

cos (ωt − arctan 2RCω) .

29. La fréquence de coupure du montage est telle que 2RC2π f = f
fc

et donc fc = 1
4πRC .

30. Avec R = 105 Ω, C = 10−9 F, on a fc ≃ 103 Hz d’où
f0

fc
= 103. On est dans la zone où le filtrage

est très important puisque

√

1 +
f 2
0

f 2
c
≃ f0

fc
. Si l’on prend ξ ≃ 1 pour ce qui est peut être mesuré au mieux,

on trouve que Smax = 2κP0 fc

f0
= 5 × 10−8 V . Cette valeur de la tension est beaucoup trop faible pour être

mesurée dans de bonnes conditions.

31. Dans le nouveau montage proposé, on voit que la diode est soumise à une tension fixe uD1
= Vcc

puisque V+ = V− = 0 V du fait du branchement à la masse. Dans ces conditions, l’intensité i1 circulant

dans le condensateur est nulle puisque i1 = C
duD1

dt = C dVcc
dt = 0. Le raisonnement est identique pour la

seconde diode. Le fait que i1 = i2 = 0 assure que le condensateur ne filtrera pas le signal comme avant.

32. On applique le théorème de MILLMAN : V− = (V1
R + s

R )/( 2
R ) et V+ = (V2

R )/( 2
R ). Comme l’amplificateur

opérationnel est idéal et en régime linéaire, V+ = V−, on en déduit que s = V2 − V1 . Le montage est un

soustracteur. On a s = 2RκP0ξ cos ωt avec ω = ω0 = 2π106 rad · s−1 et 2RκP0ξ = 5ξ V.

4 Fluctuations d’intensité laser

4.1 Le laser

33. L’acronyme laser signifie Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation.

34. En , le physicien français ALFRED KASTLER met au point la technique du pompage optique.
Cette technique permet de placer un nombre important d’atomes dans un état d’énergie plus élevée que
celle de leur état fondamental. Il restait encore à utiliser cette technique pour réaliser l’émission stimulée
de lumière, en provoquant la désexcitation coordonnée de ces atomes. En , le physicien américain
THEODORE MAIMAN réalisa le premier laser.

35. La lumière issue d’un laser diverge très peu par rapport à des sources traditionnelles, elle est très

monochromatique et surtout cohérente ce qui fait qu’elle est particulièrement appréciée pour la réalisation

d’interférences comme cela été vu dans la partie précédente. Comme nous allons le voir à la question sui-
vante, l’énergie lumineuse est beaucoup plus concentrée qu’avec une source traditionnelle.

36. La taille de la pupille de l’œil est de l’ordre de 1 mm2. C’est aussi l’ordre de grandeur de la section

d’un laser. La puissance surfacique du laser proposé est donc jl = P
S = 10−2

10−6 = 104 W · m−2. Une ampoule
de 100 W correspond à une puissance électrique consommée de 100 W mais une puissance lumineuse

4



produite de seulement 10 W car son rendement est relativement mauvais (≤ 10%). En général, on se situe
à une distance de l’ordre du mètre de l’ampoule qui rayonne dans toutes les directions de l’espace ou
presque. La puissance surfacique associée est donc ja = 10

4πR2 avec R ≃ 1 m. On a donc ja ≃ 1 W · m−2. On

comprend la dangerosité du laser avec :
jl
ja
≃ 104 .

37. On suppose que le milieu est suffisamment dilué pour que la vitesse des photons soit c. Pour simplifier,
on ne considère que des aller-retours et donc une durée de base tb = 2L

c . Après une durée ∆t1 = tb, le
photon possède une probabilité T de sortir et R = 1 − T d’être réfléchi. Si le photon effectue un second
aller-retour, la durée est 2tb et la probabilité qui correspond à une sortie à ce moment-là est TR. Pour
trois aller-retours, c’est une durée 3tb et une probabilité TR2 et ainsi de suite. Le temps de vie moyen
d’un photon dans la cavité est donc tmoy = ∑i itbPi avec Pi = TRi−1. En factorisant, on obtient tmoy =
2L
c T(1 + 2R + 3R2 + 4R3 . . .). Il faut calculer la somme S = 1 + 2R + 3R2 + 4R3 . . .. On peut observer que

cette somme est S = (1 + R + R2 + R3 . . .)(R + 2R2 + 3R3 . . .). On sait que 1 + R + R2 + R3 . . . = 1
1−R et en

factorisant R dans la seconde somme, on voit que R + 2R2 + 3R3 . . . = R(1 + 2R + 3R2 + . . .) = RS. On en
conclut que S = 1

1−R + RS d’où finalement S = 1
(1−R)2 = 1

T2 . On trouve que la durée de vie moyenne dans

la cavité laser est donc : tmoy = 2L
c

1
T .

38. On a P = TPin et donc Pin = P
T = 0, 2 W . On trouve tmoy ≃ 3 × 10−8 s.

4.2 Statistique des photons émis par un laser

39. On a P = TPinc et Pinc = N
τ

hc
λ . On a donc : N = Pλτ

Thc .

40. Sur un groupe de N photons, avoir k photons émis pendant la durée τ correspond à une probabilité Tk

mais il ne faut pas oublier que dans le même temps, il y a (N − k) photons qui ne doivent pas être émis (pro-
babilité (1 − T)). Il faut donc multiplier les deux probabilités précédentes. La probabilité de l’événement
étudié est donc Tk(1 − T)N−k. Enfin, cette probabilité est valable pour n’importe quel groupe de k photons
formés parmi N photons au total. Or, il y a un nombre de possibilités correspondant à Ck

N . Finalement la

probabilité est : pk = N!
k!(N−k)!

Tk(1 − T)N−k .

41. On introduit µ = NT dans l’expression de la probabilité pk précédente : pk = µk

k!
1

Nk
N!

(N−k)!
(1− µ

N )N−k. Or

1
Nk

N!
(N−k)!

= N(N−1)(N−2)...(N−k+1)
Nk = 1(1 − 1

N )(1 − 2
N )(1 − k−1

N ). Avec cette dernière expression, on constate

que la limite lorsque N → ∞ va être 1. Il reste le terme (1 − µ
N )N−k. k étant fixé, si N tend vers l’infini, on

peut écrire que limN→∞(1 − µ
N )N−k = limN→∞(1 − µ

N )N Cette dernière expression peut évoluer en prenant
l’exponentielle du logarithme. On a limN→∞ exp N ln(1 − µ

N ) = limN→∞ exp N(− µ
N ) = exp−µ. On a donc

bien démontré que pk = µk

k! exp−µ avec NT = µ.

42. On a k = ∑
∞
k=0 kpk = exp−µ ∑

∞
k=0

kµk

k! . Or k
k! = 1

(k−1)!
. En utilisant cette remarque, on peut transformer

l’écriture de la somme ! ∑
∞
k=0

kµk

k! = µ ∑
∞
k=1

µk−1

(k−1)!
. ∑

∞
k=1

µk−1

(k−1)!
= 1 + µ + µ2

2! + µ3

3! . . .. Cette somme apparaı̂t

comme le développement en série de l’exponentielle. On a donc exp µ = ∑
∞
k=1

µk−1

(k−1)!
. Finalement, on a k =

(exp−µ)µ exp µ. On peut conclure que la valeur moyenne du nombre de photons émis est : k = µ = NT .

Ce résultat est finalement assez intuitif puisque l’on dispose de N photons et que chacun a la probabilité T
d’être émis. On voit bien que le nombre effectivement émis est NT en n’oubliant pas que le raisonnement
n’est valable que pour N → ∞ avec NT fixé.

43. Il faut commencer par calculer k2. La procédure ressemble à la précédente, on a k2 = ∑
∞
k=0 k2 pk =

exp−µ ∑
∞
k=0

k2µk

k! . Dans k2, un facteur k va simplifier un terme du factoriel de k mais le second pose problème
car il faudrait simplifier (k − 1). On s’en sort en écrivant que k = (k − 1) + 1. Le développement amène

k2 = (exp−µ)[µ ∑
∞
k=1

µk−1

(k−1)!
+ µ2 ∑

∞
k=2

µk−2

(k−2)!
]. On fait à nouveau apparaı̂tre la fonction exponentielle pour
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écrire que k2 = (exp−µ)[µ exp µ + µ2 exp µ]. On trouve donc que k2 = µ + µ2. L’écart-type est σ(k) =
√

µ + µ2 − µ2. On trouve que σ(k) =
√

µ . L’incertitude relative est σ(k)

k
= 1√

µ .

44. On a τ = 1 s. Avec l’expression de N en fonction de P établie avant, on a NT = Pτλ
hc et par conséquent

σ(k)

k
=

√

hc
Pτλ

. On trouve σ(k)

k
= 5 × 10−9 . Si la durée de la mesure avait été τ = 10−9 s, alors σ(k)

k
= 10−4.

La différence est notable, on comprend l’importance de la stabilisation pour effectuer des mesures pendant
de longues durées.

4.3 Réduction des fluctuations d’intensité

45. La force Kx est compensée par les chocs des photons. Pour un photon, le bilan de quantité de mouve-

ment est ∆p1 = 2h
λ . Le nombre de photons arrivant par unité de temps est dN

dt = λP
hc . Le bilan de quantité

de mouvement est donc λP
hc

2h
λ = 2P

c . On écrit donc que Kx = 2P
c et par conséquent : x = 2P

Kc .

46. Il y a kn photons sur une longueur cτ. La densité est : dn = kn
cτ .

47. Lorsque le premier photon arrive sur le miroir situé à l’abscisse xn à la date tn, le dernier se situe à
la distance cτ du miroir. Or, le miroir va se déplacer pendant le temps que mettra le dernier photon pour
arriver. Ce dernier photon frappe le miroir situé à l’abscisse xn+1 à la date tn+1. Pendant la durée tn+1 − tn le

photon a dû parcourir la distance cτ + xn+1 − xn. Il le fait à la vitesse c, on a donc tn+1 − tn = τ + xn+1−xn

c .

48. Le premier photon a parcouru la distance c(tn+1 − tn) depuis la position xn jusqu’au moment où le der-
nier photon frappe le miroir alors situé à l’abscisse xn+1. La distance qui sépare le premier photon du der-

nier est donc L′ = c(tn+1 − tn) + xn+1 − xn. La nouvelle densité est d′n = kn
L′ . On trouve d′n = kn

cτ+2(xn+1−xn)
.

49. S’il y a plus de photons que la moyenne alors il y aura plus de transfert de quantité de mouvement
sur le miroir qui va plus reculer donc xn+1 − xn > ∆x. Le terme xn+1 − xn situé au dénominateur va faire
diminuer la densité linéique de photons et réciproquement si, au départ, la densité est moindre. Le miroir

tend donc bien à lisser les fluctuations de densité de photons et donc de puissance.

50. La quantité de mouvement cédée est kn
2h
λ pendant la durée tn+1 − tn. La force est donnée par l’expres-

sion Fn = kn
tn+1−tn

2h
λ . En utilisant l’expression de tn+1 − tn, on arrive à Fn = kn

cτ+(xn+1−xn)
2hc
λ .

51. D’après la relation de la dynamique, on a ma = ∑ Fext mais, ici, on néglige l’inertie ce qui veut dire
que m ≃ 0. Comme l’énoncé nous l’indique, on écrit la relation de la dynamique à la date tn+1 selon
Fchocs + Fressort = 0. Cela conduit à Fn = Kxn+1. En utilisant les résultats précédents, on arrive à l’équation

x2
n+1 − xn+1(x − cτ) − kn

2hc
λK = 0 .

52. On a k = Pτλ
hc et x = 2P

Kc . Cela permet d’écrire que hc
λ = Pτ

k
d’où 2hc

λK = xcτ
k

. L’équation s’écrit alors

x2
n+1 − xn+1(x − cτ) − kn

k
xcτ = 0 .

53. Si x ≪ cτ alors l’équation précédente s’écrit x2
n+1 + xn+1cτ − kn

k
xcτ = 0. On peut encore écrire que

x2
n+1 ≪ xn+1cτ et, par conséquent, conclure que xn+1 ≃ kn

k
x .

54. On avait dn = kn
cτ et d′n = kn

cτ+2(xn+1−xn)
. Le rapport conduit à d′n = dn

1+2(xn+1−xn)/(cτ)
. Avec l’expression

obtenue à la question précédente et xn = x, on peut conclure que d′n = dn/(1 + A( kn−k
k

)) où l’on a posé

A = 2x
cτ .

55. Il n’y a pas de photons perdus, donc si on retrouve la puissance moyenne, on doit retrouver la densité

moyenne : d′n = d = k
cτ . On peut remarquer dans la formule précédente que si dn > d alors dn − d > 0 et

si dn < d alors dn − d < 0. Il y a des effets de compensation qui vont jouer sur d′n.

56. On pose ǫn = dn−d
d

et ǫ′n = d′n−d

d
. D’après l’expression donnant d′n, on arrive à ǫ′n = ǫn+1

1+Aǫn
− 1 = (1−A)ǫn

1+Aǫn
.

Si on effectue un développement limité en ne conservant que les termes de premier ordre en A, on peut
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écrire que ǫ′n ≃ (1 − A)ǫn. On a donc σ(ǫ′n) = (1 − A)σ(ǫn). Or, ǫn possède le même écart-type que

dn et il en est de même pour ǫ′n et d′n. On a donc bien σ(d′n) = σ(dn)(1 − A) . Ce résultat indique que les

fluctuations de l’intensité laser sont atténuées par la présence du miroir même si l’effet est modeste puisque
A ≪ 1. C’est d’ailleurs bien ce qu’explique l’énoncé.

Remarque1 :

On a d′n = dn/(1 + A( dn−d
d

)) avec des infiniment petits, on effectue un développement limité d′n ≃ dn(1 −
A dn−d

d
). Pour utiliser les calculs conduits autour de la loi de POISSON, nous allons revenir à kn à l’aide

de dn = kn
cτ et d = k

cτ . Nous avons calculé la moyenne du nombre de photons k = µ et aussi l’écart-type

σ(kn) =
√

µ. On aura donc σ(dn) = σ(kn)
cτ =

√
µ

cτ . On a donc d′n = dn(1 + A)− A d2
n

d
= kn

cτ (1 + A)− A k2
n

cτk
. On a

donc cτd′n = kn(1 + A)− A k2
n

k
. On passe au carré en ne conservant que les termes d’ordre 1 en A. On obtient

c2τ2d′2n = k2
n(1 + 2A) − 2A k3

n

k
. Dorénavant, on va remplacer k par µ pour clarifier le calcul. L’écart-type au

carré est donné par σ2(d′n) = d′2n − d′n
2
. Or, d′n

2
= d

2
= µ2

c2τ2 puisque dn et d′n ont la même moyenne. À partir

du calcul du carré de d′n, on peut écrire que c2τ2d′2n = k2
n(1 + 2A)− 2A

µ k3
n avec k2

n = µ2 + µ comme cela a été

montré dans l’étude de la loi de POISSON. Il faut maintenant calculer la valeur de k3
n. Pour cela, on va utiliser

le fait que k3 = k(k − 1)(k − 2) + 3k2 − 2k et donc dans le calcul de sa moyenne k3
n = ∑

∞
k=0 k3 µk

k! exp−µ va
se décomposer en trois termes. La contribution de k(k − 1)(k − 2) va générer µ3, ensuite celle de 3k2 va

générer 3(µ2 + µ) et enfin le terme en −2k va générer −2µ. On peut donc écrire que k3
n = µ3 + 3µ2 + µ.

En reprenant cette expression, on peut donc écrire que c2τ2d′2n = (1 + 2A)(µ2 + µ) − 2A(µ2 + 3µ + 1) =
µ2 + µ − 2A(1 + 2µ). On écrit donc que c2τ2σ2(d′n) = µ2 + µ − 2A(1 + 2µ) − µ2 = µ − 2A(1 + 2µ). il
est tout à fait raisonnable de négliger 1 devant µ puisque µ = k représente le nombre moyen de photons
dans un train d’onde émis par le laser et donc écrire que c2τ2σ2(d′n) = µ − 2A(1 + 2µ) = µ(1 − 4A). On
passe à la racine carrée (sans oublier A ≪ 1) et on arrive à cτσ(d′n) =

√
µ(1 − 2A). On en déduit que

σ(d′n) =
√

µ

cτ (1 − 2A) et par conséquent que σ(d′n) = σ(dn)(1 − 2A) . Ce résultat ne correspond pas au

précédent. dn et dn−d
d

ne sont pas du même ordre, le développement limité de l’expression de d′n qui fait
intervenir ces deux quantités n’est pas satisfaisant.

1Merci à mon collègue Y Alméras (MP*) pour son observation sur cette question.
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