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(durée : 6 heures)

1
Interaction lumière - matière
1.1
Modèle de Bohr de l’atome d’hydrogène
Q1. 
[image: image46.png]


 puis l’énergie potentielle Ep est définie par F = ( grad Ep soit 
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avec le choix d’une origine des potentiels à l’infini.
Q2. Le mouvement circulaire et la loi des aires impliquent un mouvement uniforme, l’accélération radiale est en v²/r d’où  
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Q3. Em = ½ mev² + Ep et L = mever = 
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, alors Em = - ½ Ec (relation classique) et en substituant : 
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Q4. L’accélération non nulle des électrons sur leur trajectoire doit émettre un rayonnement électromagnétique donc diminuer l’énergie mécanique du système.
Q5. Avec L = n
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, En = E0/n² où 
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Q6. Le niveau fondamental est E1 pour n = 1 soit E1 = E0 = ( 2.19 10-18 J = ( 13.69 eV comme attendu. Alors avec la définition de L on tire a0 = 52.6 pm, rayon de Bohr classique et ve = 2.19 106 ms-1 ( c/140 donc non relativiste. (On peut vérifier que ve = (c)
Q7. Le premier état excité est obtenu pour  n = 2 soit E2 = E0/4 alors, (E = ( 3E0/4 = h( = hc/( ce qui donne 
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. Le rapport 
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Q8. ( est sans dimension et vaut 7.31 10-3 soit 1/137. On en déduit que ( » a0 et appartient au visible ou proche UV. ( = 0.12 µm, série de Lyman.
1.2
Modèle de l’électron élastiquement lié. Polarisabilité d’un atome
Q9. (0 est une pulsation (la pulsation propre de l’oscillateur) en rad.s-1, ( est en s-1.
Q10. On peut interpréter la force dissipative par le rayonnement de l’électron dans son mouvement accéléré autour du noyau.
Q11. Voir cours : div E = 0 va impliquer E.k = 0 soit E transverse. Rot E = ( (tB donnera B = k ( E /( enfin l’équation de propagation (E = (1/c²)(t²E donnera k = (/c ce qui fournira B0 = E0/c.
Q12. me(t²r + me((tr + me(0²r = qeE0exp i(( (t) Equation dans laquelle on a négligé la force magnétique du fait du rapport vB0/E0 = v/c « 1 par hypothèse et d’autre part kr «  2( dans la phase de E en mettant l’ion centrale au centre des coordonnées et en faisant l’hypothèse que les mouvements de l’électron lié seront d’extension très inférieure à la longueur d’onde.
Q13. 
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  donne 
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Q14. 
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Graphes en fonction de x = (/(0 et ( = 0.1 * (0.
Q15. Le rapport 
[image: image13.wmf](
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 est très supérieur à 1 en valeur absolue si ((( » (, car (+(0 > (.
Q16. En notation complexe, f = qeE et v = ( i(r. En ne gardant que les parties réelles avant de faire le produit p(t)= f.v, puis en effectuant la valeur moyenne du cos² qui intervient il reste : P = ( ½ ((’’(()E0².
Q17. P ( ((²/[((0² ((²)² + (²(²] et on vérifie que dP/d( = 0 en (0 (maximum ? oui pour une fonction définie positive avec une seule annulation de la dérivée ). Alors 
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, ceci justifierait la fréquence précise d’absorption du photon à (0, d’autant que la résonance de P autour de (0 est très aiguë.
Q18. R = c(0E02/2 uz.
Q19. 
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est homogène à une surface.
Q20. Le bilan d’énergie exprimant la diminution de la puissance de l’onde par son absorption par les atomes présents dans le milieu s’écrit : R(z) d²S ( R(z + dz) d²S = n(z) d( P où d( = d²Sdz, en faisant tendre dz vers 0 on obtient l’équation proposée.
Q21. La résolution donne immédiatement : 
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. En mesurant R(x,y,() et R(x,y,(() et en faisant le rapport : 
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 pour tout (x,y).
Q22. En imaginant le gaz initial de forme sphérique avec un diamètre de 10 µm, la densité initiale est n = 2 1021 m-3. La distance moyenne entre atomes est d = (1/n)1/3 = 8 10-8 m, c’est très supérieur à la distance caractéristique a0 on pourra négliger les interactions entre atomes. Une meilleure réponse est de calculer un libre parcours moyen dans le modèle des sphères dures : lpm = (n(aRb²)-1 ( 0.2 mm avec aRb ( 1 nm et lpm » 10µm.
Q23.  Sur la coupe du profil de densité, on peut relever un ordre de grandeur moyen de leur distance à l’origine après 20 ms d’environ 250 µm, ce qui donne une vitesse moyenne d’ordre 1.25 10-2 ms-1. En écrivant l’équivalence 3/2 kT = ½ mRb u², on obtient T = 5.47 10-7 K.
1.3
Forces radiatives
Q24. A la force dipolaire dans le champ E il faut rajouter la force magnétique sur l’électron mobile (l’ion central est immobile) : qeve ( B = (t(qer)( B = (tp ( B ce qui donne l’expression proposée.
Q25. Par définition : <(tA> = (1/T) (0T (tA dt = (1/T) (0TdA = (1/T)[A]0T = 0 quelque soit A(t) ;
On applique cette relation à <(t(p(B)> = 0 =  <(tp(B> + <p((tB>  donc  <(tp(B> = ( <p ( (tB> =  <p (( rot E )> par l’équation de Maxwell Faraday. 
Q26. Si ( est grand alors c’est (’ qui domine et p ( (’E puis <F> ( (’ {<(E.grad)E> + < E ( rot E >} soit avec la première identité du formulaire  écrite pour A = B = E : < F > ( ½ (’ < grad E² > = (’/4 grad E0² puisque E² sera en E02(r)cos²((t + …).
Q27. Avec l’expression de (’ dans laquelle on néglige le terme en ( : 
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ce qui donne l’expression proposée pour ( au voisinage de (0, on doit donc avoir à la fois ((( » ( et (((  «  (0 ?
Si ( < 0 l’atome sera attiré par les régions de minimum de Ep donc de maximum de E0, zone de forte intensité lumineuse. Et inversement.
2
Optique gaussienne, pièges dipolaires
2.1
Faisceau gaussien
Q28. Déjà fait à la question Q11 : (E = (1/c²)(t²E
Q29. En injectant la forme proposée dans l’équation d’onde précédente il reste (compte tenu de l’égalité k = (/c) en coordonnées cartésiennes : (E  + 2ik((zE = 0.
Q30. (x((y ( 1/( où ( est le diamètre du faisceau de l’ordre de 1 mm alors que (z ( 1/L où L est la longueur du faisceau de l’ordre du mètre. On ne gardera donc que les termes en (x² et (y² comparés au (z² dans le laplacien.
Q31. I(r,z) = < E (r). E* (r)> = A(z)A*(z) exp(( 2kqrr²/(q(r)(²) = I(0,z) exp(( 2kqrr²/(q(z)(²). I(((z),z) est définie pour kqrr²/(q(z)(² = 1 soit 
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Q32. Avec le laplacien en coordonnées cylindriques : 
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 et l’équation devient alors : 
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après avoir simplifié par l’exponentielle. Cette équation, polynôme en r,  devant être satisfaite ( r on obtient les deux équations différentielles de l’énoncé.
Q33. L’intégration de la seconde équation est immédiate : q’ = 2i ( q = 2iz + q0. Si on décompose q0 = q0r + iq0i on obtient q(z) = 2i (z – q0i) + q0r, on choisira l’origine des z en q0i et la constante d’intégration sera réelle.
Q34. On revient à la seconde équation différentielle de la question Q32, 
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 d’où la solution : 
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Q35. D’après l’expression Q31 :
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 avec (0 = ((q0/k) et zR = q0/2 car k = 2(/(

Q36. Aux grandes valeurs de z (z » zR) la fonction ((z) est linéaire ce qui correspond à un faisceau conique de centre O. Le graphe est dessiné pour zR = 1 en abscisse et (0 = 1 en ordonnée.
Q37. Pour un faisceau de rayon typique = 1 mm donc en prenant (0 = 1 mm en sortie et ( = 500 nm pour le visible on calcule zR = 2( ( 6 m et q0 ( 12 m.
Q38. Pour une longueur sur le faisceau « 6 m, on pourra considérer le diamètre constant : faisceau parallèle, mais pour une longueur de faisceau » 6 m on pourra considérer le faisceau comme conique de sommet O et de demi angle ( = tan( = (0/zR ( 5 10-5rad. 
Q39. On a pour l’amplitude A(x,y,z) : (z ( 1/zR et (x ( (y ( (r ( 1/(0 et (0 « zR comme on vient de le voir donc il faut privilégier les dérivées (x et (y devant (z. La condition (0 « zR est équivalente à (0 » (, la dimension transversale du faisceau doit être très supérieure à la longueur d’onde.
Q40. Le champ 
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Dans le calcul du rotationnel en cartésiennes on ne gardera que le terme dominant car les rapports 
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sont très grands dans l’approximation de l’enveloppe lentement variable. On retrouve donc la relation simplifiée entre E et B comme dans l’onde plane ; avec l’équation de Maxwell Faraday il vient :
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Q41. 
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Q42. 
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après une intégration par changement de variable.
2.2
Caractéristiques d’un piège dipolaire
Q43. En identifiant (0,Rb = 2(c/(Rb :
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donc en valeur absolue très supérieur à 1 comme envisagé à la question Q15. On note aussi que (((/ (0,Rb = 0.27 ce qui est un peu juste pour la seconde condition de la question Q27. D’autre part le signe négatif de ( implique bien une attraction vers les champs forts donc vers le point de convergence du faisceau (Q27).
Q44. Par substitution dans l’expression de la question Q27 de E0 par A0, puis de A0 par P on établit l’expression de l’énoncé.
Q45. A.N. : (Ep = 1.1 10-27J = 7 10-9 eV. Ec = 3/2 kBT et il y aura piégeage si Ec < (Ep ce qui donne ici T < 5.3 10-5 K.
2.3
Réseau optique
Q46. On avait le champ E se propageant dans la direction + k qu’on réécrit sous la forme :
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. Pour le champ se propageant dans la direction ( k, il faut reprendre à partir de la question Q32, et les équations sont modifiées par changement de i en ( i, on a alors q(z) = q0 ( 2iz et A = A0/( q0 ( 2iz), le champ E-(x,y,z) s’obtient alors en changeant i en ( i dans l’expression précédente à l’exception du terme temporel.
La somme donne :
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. C’est bien une onde stationnaire selon z. L’approximation de l’amplitude lentement variable permet de ne garder que le troisième terme dans l’argument du cosinus.
Q47. On reprend la substitution dans l’équation de la question Q27 en modifiant le terme A0 pour tenir compte de l’aspect gaussien :
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, Ep < 0 à cause du signe de (.
Le terme sinusoïdal a pour période (/2 alors que l’enveloppe qui précède varie sur une distance typique zR. Or ( « zR, donc les ventres et nœuds de l’onde stationnaires seront intérieurs à la variation de la fonction  enveloppe qui pourra être considérée comme constante.

Q48. Dans la fonction A²(z), on prend pour simplifier et tenir compte de la remarque précédente q0² + 4z² ( q0², et un développement limité de Ep autour de l’origine (x,y,z « q0) donne Ep (x,y,z) ( Ep(0,0,0)*(1 ( 2kx²/q0 ( 2ky²/q0)*(1 ( k²z²/2)² ( Ep(0,0,0)*(1 ( 2kx²/q0 ( 2ky²/q0( k²z²) , Ep(0,0,0) = ( (Ep et E’p(x,y,z,) = Ep(x,y,z) –Ep(0,0,0) = (Ep(0,0,0) (2kx²/q0 + 2ky²/q0 + k²z²), qu’on peut identifier à l’expression de l’énoncé avec (x² = (y² =  8(Epk/(mRbq0) = 8(Ep/(mRb(0²) et (z² = 4(Epk²/mRb.
Q49. (x/(z = (2/(k(0) = (2(/2((0 « 1.
Q50. A une dimension en z pour l’énergie cinétique, et par passage du niveau n = 0 à n = 1 pour l’énergie, le piégeage impose :  ½ kBT < 
[image: image34.wmf]h

(z. L’A.N donne T < 2.3 10-5 K. température du même ordre de grandeur que la précédente en Q45.
3
Physique des gaz d’atomes froids à deux dimensions
3.1
Condition d’équilibre d’un système thermodynamique
Q51. Avec les variables Vi, Ti et Ni pour le compartiment n° i, la première identité thermodynamique s’écrit : dUi = ( Pi dVi  + Ti dSi + µi dNi et à volume constant : TidSi = dUi ( µidNi.
Q52. L’entropie est extensive : dS = dS1 + dS2 = dU1/T1 +dU2/T2 ( µ1/T1 ( µ2/T2. Le système global est supposé isolé donc à l’équilibre S est maximum soit dS = 0.
Q53. L’énergie interne du système isolé est constante donc : dU1 + dU2 = 0, il y a aussi conservation du nombre de particules : dN1 + dN2 = 0  (
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Q54. Les variations dU1 et dN1 étant indépendantes pour des fluctuations autour de l’équilibre on déduit qu’à l’équilibre  T1 = T2 et µ1 = µ2. En généralisant à un système entier qu’on pourrait toujours décomposer en deux sous systèmes précédents, l’équilibre demandera l’égalité des températures et des potentiels chimiques quelque soit la partition, ces grandeurs seront donc uniformes.
3.2
Profil de densité du nuage
Q55. µ = ((U/(N)V,S et dans l’énergie U on distingue l’énergie potentielle microscopique d’interaction représentée par le premier terme et l’énergie potentielle dans un champ extérieur représentée par le second terme.
Q56. Au sein du système le potentiel chimique doit être uniforme. n2D = (µ ((r²/2)/g. Profil parabolique : n2D(r) = n2D(0) ( ((/2g) r². Le rayon R0 est tel que n2D(R0) = 0 soit R = (2gn2D(0)/(1/2 = (2µ/()1/2.
Q57. 
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 d’où µ = (N(g)1/2.
3.3
Interférences atomiques
 Q58. v- = (z + d/2)/t et v+ = (z ( d/2)/t   alors   (+ = q+ (z ( d/2) ( (t = (mv+/
[image: image37.wmf]h

)(z ( d/2) ( (t et 
(- = q- (z + d/2) ( (t = (mv-/
[image: image38.wmf]h

)(z + d/2) ( (t.
Q59. (( = (+ ( (- = 2 mdz/
[image: image39.wmf]h

t (écart d’un facteur 2 avec le résultat de l’énoncé ??)
Q60. La figure est analogue à une figure d’interférence entre deux ondes, la densité de particule proportionnelle à ((* jouant le rôle de l’intensité lumineuse et lorsque la différence de phase est un multiple de 2(, l’interférence est constructive et l’amplitude résultante est maximum donc la densité de particule maximum, on note une « interfrange » sur la figure b : (z = 2(
[image: image40.wmf]h

t/md. On lit (z = 20µm, t = 12 ms donc d = 2.7 µm (c’est la valeur citée dans la référence de PRL sous la fig. 2).
3.4
Equation de Schrödinger et vortex quantique
Q61. La manipulation consiste à multiplier l’équation de Schrödinger par (* d’une part, obtenir le conjugué de l’équation de Schrödinger  et la multiplier par ( d’autre part et enfin d’additionner les deux expressions obtenues on obtient alors : 
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Le premier membre est (t( et dans  le second membre avec l’identité fournie et la relation : grad (* = ( grad ( = i (grad () (* on retrouve l’égalité proposée qui est l’équation de conservation de la masse. Le champ v est  l’équivalent d’un champ de vitesses.

Q62. Par définition du gradient : 
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Q63. La phase ( est définie à 2( près donc en prenant B = A : ((B) =  ((A) + 2(n.
Q64. (n = nh/m
Q65. La symétrie de révolution entraîne v(r,() = v(r) u(
Q66. Pour le niveau n = 1 : v(r) = h/(2(mr)
Q67. En reportant dans la définition de v : 
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, on en déduit que ((() et ((() = ( ( (0.
Q68. ((( + () = ( ( (0 + ( et alors ((( + () = ( (((). On en déduit que si le plan 2 est par exemple le plan dans lequel est situé le vortex, la fonction d’onde (2+ associée aux particules circulant dans la partie x > 0 est de signe opposée à la fonction d’onde (2(  associée à la partie x < 0, alors que (1 est de même signe dans les deux domaines. Les interférences sont donc déphasées d’une demi frange entre les deux domaines de x. C’est ce qu’on peut noter sur la figure 2-c) avec les densités de particules proportionnelles au module de l’amplitude résultante.
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