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Solution proposée

Oscillations d’une bulle

On pourra rapprocher ce sujet de Mines—Ponts, PSI, 2006 (Physique II), qui traite le méme probleme : les
oscillations adiabatiques d’une bulle sphérique d’air dans de l'eau, décrites d’apres les travaux originaux de
Marcel Minnaert (1893-1970).

I : Oscillations libres d’une bulle d’air

I.1. Pour des évolutions adiabatiques et réversibles d’'un gaz parfait, |pV” reste constant |, ce qui s’écrit

donc | [Py + pa(t)] - [Ro + 1 ()" = PyR} | . La linéarisation de cette équation fournit 1+ B =1-3yg donc

3’}/P0

t) = — r1(t
pult) = =m0
I1.2. Le travail des forces de pression exercées par la bulle sur Ueau est 6W; = —(Py + pa)dVeau ; Ueau étant
considérée comme incompressible, sa variation de volume au niveau de la bulle dV,,, = —dVhuie est accompagnée
d’une autre variation de volume dV,,, = —dVa, & grande distance de la bulle, ol1 la pression est Py, donc avec
oWy = 7P0dve/au. Finalement, §W; + §Ws = padVihue ou | 0W = p,dV, | .
I.3. On a aussi 6W = —%%rﬂﬂ(Ro +r1)2dr;, expression qui n’est que partiellement linéarisée ici et qu’on
doit plutét écrire, au premier ordre non nul, W = —127vPyRgr1dry; on reconnait donc dW = —dU avec
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I.4. L’eau étant incompressible, le champ des vitesses est & flux conservatif (on peut par exemple le déduire

de la relation locale de conservation de la masse, div(pg¥) + % = 0 avec pg constant). En particulier, pour

tout r > R(t), le flux de ¥ & travers une sphere de rayon r, donc 47wr?vy(r,t), est ‘ indépendant de r | . Comme

2
vy = 7 en r = R(t) on en déduit vy(r,t) = 74 Rrgt) qui, développé au premier ordre en 71 et 71, s’'écrit
. RS
vi(r,t) = (t)r—QO
I.5. L’énergie cinétique d’'une masse dm = podrridr d’eau a la distance r de O est dE, = %dmv% soit
dE, = por'%RgQﬂ%, qu’on somme de r = Ry a Uinfini selon f;z % = RLU donc E, = 2w R3por? qui prend la

1
forme | E. = §Mrf avec | M = 4 R3po

I1.6. Négligeant ici toutes les forces autres que de pression, 'application du théoreme de ’énergie cinétique a

K
leau s’écrit %K r?+ %M 72 = cte ou |7 + il 0|, équation qui décrit des (petites) oscillations harmoniques

K 137 P,
a la pulsation |wg = i qu’on écrit donc wy = Rio avec |c= ) 20
Po

1.7. On a vu que p,(t) = —372—10307“1(15), qu'on peut recopier sous la forme |p,(t) = —poRowdry (1)

[ 3vP, P
I.8. Onaici |c= 2770 20,5m-s~'|. La vitesse du son dans l’air s’écrit |c, = HLIUPY 300m-st|;
L0 Pair

on en déduit la longueur d’onde A des ondes acoustiques du pulsation wy & l'intérieur de la bulle d’air, A =




A
0
compte des variations spatiales de pression qui accompagneraient la propagation d’ondes acoustiques dans 'air.

2mes /wo qui vérifie done

¢
=27—= > 1| : la bulle est beaucoup trop petite pour avoir besoin de tenir
c

w
Numériquement, 2—0 ~ 3,3 kHz| pour Ry = 1,0 mm : c’est une fréquence audible, plutét aigué.
T

IT : Oscillations forcées

II.1. L’eau est ici décrite comme un fluide parfait régi par ’équation d’Euler (écrite en négligeant la gravité),
o e — . G v -
0o [5 + (v . grad) v} = —gradp, avec p = Py + p1(r,t); le terme (v . grad) ¥ = v1 5+ est ici du second ordre

dui _ O

par rapport & v; et on le néglige. La projection radiale de I’équation d’Euler fournit bien poﬁ =-7
r

P . . . . . . R? C 1. . .. R?
I1.2. L’évolution incompressible de I’eau impose toujours vy (r,t) = 71 =% donc aussi ’équation A1 — 7153

T ot
2 2
donc % = fpoi"'l% qui s’inteégre (relativement & r) sous la forme p;(r,t) = pofl% + C(t) on C(t) est une

constante d’intégration. Comme la surpression p; a pour limite p.(t) si r — oo, on en déduit C(t) = p.(t) donc
R2
finalement | py(r,t) = pe(t) + poi'1 (t) —2
r

II.3. On en déduit ‘pl(Ro,t) = pe(t) + poRoi1(t) ‘; comme par ailleurs p,(t) = —poRowdri(t), on écrit
t

p1(Ro,t) = pa(t) par continuité de la pression, qui fournit |7 + wgrl = —% qui décrit bien des évolutions
pPoLro

libres de pulsation wyg si p. = 0.

I1.4. En régime sinusoidal, on cherche r; = rigcos(wt + ¢) en notations complexes en résolvant I’équation

2 2\ Peo y . . . o Pe0 1 ,
r10exp (1) (w§ — w*) = —-L£2%. L’amplitude des oscillations est donc |79 = ———- | et le déphasage
10 exp (1) (wg ) poRo p 7 poRy [w? — w2 phasag
2

I1.5. On a ici pn(t) = p1(d,t) = pe(t) + poh% avec 11 = —-Lo wgiwz cos(wt) donc aussi #; = —w?r;

Ro w2
ﬁnalement, pm(t) = Pe0 COS(Wf) |:1 + FW]

, el . s 1s RO w2
I1.6. On en déduit immédiatement |p.,,0 = peo |1 + — 5
d wi—w
} Peo | 205 —w? : o
I1.7. Dans le cas proposé, |pmo = 5 |2 —o2 dont le tracé est homographique avec une résonance (infinie
Wi —w

ici) pour w — wp et une annulation pour w — \/50.}0.

Pmo

1dl

I1.8. En l’absence de ce dispositif, sous I'action des résultantes des forces de pesanteur et du gradient de la
pression moyenne (poussée d’Archimede), la bulle remontera & la surface.



III : Modélisation de I’amortissement

- —
ITI.1. On utilise la forme linéarisée des équations d’Euler, p {% (17’ . grad) 17'} =— grad p qui devient po G 6“1 =
—

—gradps, et de I’équation de continuité div (p?) + %% = 0 qui devient pgdiv vy + c%% = 0. On élimine alors
la vit n écrivant di 6”1 =_—LAp = L 9p Ap; = l82p1 ui est I’équation de d’Alembert
a vitesse en écriva v = =5 Ap1 =~ 52 p1 = ERTE q q

demandée.

2 " "
II1.2. La forme proposée par I’énoncé vérifie Ap; = — [ ¢" + "] tandis que aatpl = ¢ ;w ; cette solution

(somme de deux ‘ ondes sphériques‘ respectivement dlvergente et convergente) est bien solution de I’équation
de d’Alembert.

II1.3. On ne consideére ici que 'onde se propageant dans le sens des r croissants & la vitesse cg, en ’absence
de tout dispositif réﬂéchissant : onde acoustique dans ’eau est créée par les oscillations de la bulle, et s’en

éloigne. Finalement,

III.4. II suffit d’écrire I’équation d’Euler en r = R : U1 = 71 €, et gradp = ap

II1.5. On a immédiatement Bpla_@ = f% — (L/ donc en r = Ry, | — <M) = ﬁ? + M
4 4 TCs or R R§ Rycs

L en ce point donc on a bien

r=Ro

II1.6. En r = Ry, la continuité de la pression impose p,(t) = %’;) donc | ¢(t) = Ropa(t)| qui s’écrit aussi
¢(t) = —poRgwir (1)

IIL7. Compte tenu de IIL5 et IIL6, 'équation établie en ITL4 s'écrit poit = — poR3w? [”“> + —} quon

Ra R()CS

. CS s .
écrira sous la forme 7 + < T1 +wdry =0 avec Q = ‘:;0 soit | ) = — |. Numériquement, .
c

II1.8. L’incompressibilité se traduit par ¢; — oo (puisque ¢s = 1/ /pox) donc Q — oo : on retrouve ici

I’équation des oscillations établie plus haut.

IT1.9. La vibration de la bulle est la cause d'une onde acoustique se propageant dans ’eau a partir de la bulle

d’air; cette onde entraine la propagation d’une certaine ‘puissance acoustique‘ dans l'eau, et il n’y a plus

conservation de ’énergie lors des oscillations de la bulle.

IV : Etude expérimentale des oscillations forcées

IV.1. L’onde plane est solution de I'équation de d’Alembert donc |w = c,||K||

IV.2. L’équation de d’Alembert est et la solution proposée est solution de I’équation de d’Alembert,
comme combinaison linéaire d’une onde plane et d’une onde sphérique, toutes deux solutions de la méme
équation.

IV.3. La question ITI.4 est inchangée puisqu’elle ne dépend pas de l'expression de p; mais seulement de
Iécriture de I’équation d’Euler a la surface de la bulle. La question IIL.5 est également inchangée puisque
I’hypothese ||E||R0 < 1 consiste justement & négliger le gradient de 'onde plane, en particulier devant celui de

t
Ponde sphérique. La continuité de la pression en r = Ry s’écrit maintenant | p,(t) = % + Peo cos(wt) | . On peut
0
t
donc maintenant recopier 1’équation p, (t) = —po Row?r: (t) sous la forme | po Rowary () + % + peo cos(wt) =0
0
s (t) (t) o . 5 PR 2 .. _ ¢(t)
tandis que 1’équation d’Euler fournit + firec = Pofft quon éerit ici | Ropoiy (t) = B(t) + )
0 s wo

poRowdT1 + 1= = —Peo
_wQRgpofl = ¢ |:1 + WOQ

_ Pe0 1+ ’Lﬁ - UJ2

les amplitudes complexes demandées, |7 = — o | €t | @ = Ropeo

2
poRowg—aﬂJrzT w07w2+z%

IV.4. En notation complexes, le systeme prend la forme linéaire { } d’ot1 on déduit




IV.5. Tant que kd < 1, on peut écrire p,,(t) = peo cos(wt) + éqﬁ(t - d;R") soit, en notations complexes,

R 2
p, =peo |1+ —Oﬁ exp <z£(d — Ro)) . Si I'eau est considérée comme un liqude dlincom-
d wi—w?+ N s

d wi —w

. . Ry w? :
pressible, ) — oo et ¢s — oo donc on retrouve bien P, = DPeo (1 + = comme ci-dessus.

IV.6. In y a résonance pour fy = 990 Hz donc ‘wo = 2fp=6,2-10% rad - s~! ‘ . On lit sur le diagramme

les fréquences de coupure & —3 dB donc pour une surpression divisée par /2 par rapport au maximum ; de

f- =975 Hz et fi = 1010 Hz on tire Af =35 Hz et |Q = g—(}, = 28| . On lit enfin p,y pour w — 0 d’ou
I’amplitude & la résonance qui vérifie Bmex — ‘1 — zQ&’ = 4,0 donc QL2 = /15 ou enfin 4 = i =73].
Peo d ’ d RO \/ﬁ ’
C . ;. N ) P
IV.7. |Ry = w_o = 3,3 mm |. On doit donc vérifier Ry < A ou A = ¢s/fo = 1,5 m : 'hypothese | A > Ry | est

vérifiée.
IV.8. Le facteur de qualité plus faible montre la présence d’autres phénomenes |dissipatifs |, en plus de ceux
pris en compte ici; on peut en particulier penser a la viscosité de 1’eau.

IV.9. La réversibilité des oscillations est limitée par les phénomenes dissipatifs, comme la viscosité déja
citée. Les oscillations seront donc amorties plus rapidement. On peut éventuellement aussi discuter I’hypothese
adiabatique.

IV.10. On a ici encore excitation s’un systeme oscillant a la ‘ fréquence de 'onde excitatrice |, mais ce systeme
n’est pas dipolaire, donc I'onde diffusée ’est de maniere |isotrope | .

Proposé par paul.roux@fauriel.org



