CONCOURS D’ADMISSION 2012 - COMPOSITION DE PHYSIQUE - B (XELC)
ETUDE DE QUELQUES PHENOMENES NON LINEAIRES

DANS LES MILIEUX DIELECTRIQUES

Corrigé proposé par P. PIQUEMAL et R. SKRZYPEK

I Un modele de susceptibilité électronique en réponse linéaire

I.1.

1.2.

1.3.

(a)

N

La force F est la force exercée par le noyau supposé fixe en O sur une boule chargée uniformément modélisant
s . sz — s 7

le nuage électronique dont le centre est repéré par 7. Elle est 'opposée de la force exercée par le nuage sur

le noyau.

e On utilise la symétrie sphérique du nuage électronique et ses invariances pour écrire que le champ créé est
- —
de la forme F = E(r) u,.
.3 —
e On applique ensuite le théoreme de Gauss. En particulier pour r < a : E(r)4mr? = é’% don E(r) = &7
0
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_ —3e
avec p = 5.
2
s — Er — | = € — —
e Le noyau est situé en —7" donc —F = ezt (=7") dou | F' = ———=7" = —Mews T
€0 dmega
2 e?
wO =
medmega’d

Une longueur caractéristique de I’échelle atomique est I'angstrém : a ~ 10719 m. On calcule alors wy ~
1,6 x 1016 rad - s~ 1.

mewsr?

2

wp est la pulsation propre du systeme en ’absence de 'onde électromagnétique.

— —
F = —grad Wa(r) d’ou | Wa(r) = en choisissant la constante nulle.

Le nuage électronique étant une boule homogene, le torseur des actions électromagnétiques s’exercant sur lui
— - _
se réduit a un glisseur passant par son barycentre dit force de Lorentz : F gy = —e [E(F, t) + U A B(T, t)}

ou U désigne la vitesse du barycentre par rapport au référentiel d’étude lié au noyau.

Hypotheses :

e les électrons sont non relativistes v < ¢, on peut négliger la composante magnétique de la force de Lorentz
devant la composante électrique pour ’onde électromagnétique;

o r < a < A le champ électrique peut étre considéré uniforme au cours du déplacement du nuage
électronique.

g — N
Fpyu =—eE(0,t) = —eEgcoswtuy,

En régime sinusoidal forcé, la solution de I’équation (2) est de la forme 7(t) = 7 cos(wt+¢). En reportant cette

—e

forme dans I’équation (2), on obtient —mew? 7" = —eEy coswt @ y—mewd 7. | T (t) = ——5——= Eocoswt

Me (Wi — W?) e———_——
E(O,t)
— — Ne?
P=N7p =N(—e7) dot| P = ———— Egcoswt iy |
Me(w§ — W?) e———_—_—
E(O,t)
wp Xo

P(O,t) = eox E (O, 1) d = =
) = &oXL ) onc XL*wO_MQ*:l_wQ/w%'

w
L’esquisse de la fonction — — XL est la suivante :
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Analyse :

B Aux basses fréquences (w < wp), X1 = Xo : on retrouve un résultat similaire & celui du régime statique
(régime quasi-statique). La réponse du milieu & Pexcitation est linéaire et indépendante de la fréquence;
excitation et réponse sont en phase.

B Aux hautes fréquences (w > wy), x1 tend vers 0. Le milieu n’arrive pas & suivre les variations temporelles
de l'excitation.

B On remarque une résonance en wy qui, dans la réalité, est atténuée par les phénomenes dissipatifs négligés
dans le modele.

2

(d) |xo = = Ndna®|. Pour un milieu isolant, N est la densité d’entités polarisables donc de Pordre de la
wo

densité volumique du milieu divisée par la masse de l'entité. N = p/m = pNa/M ~ 10** m=3 donc xo ~ 1
ce qui est cohérent avec e, = 1 4 xo de 'ordre de quelques unités.

II Effet non linéaire d’ordre deux - Doublement de fréquences

II.A. Ordres de grandeur
4. B* = done | E* ~1,4x 10" V. .m ™|

47\'6 Amega?

IL.5. Pour ce laser pulsé, la puissance surfa(nque vaut 10'* W -m~2. Or pour une onde plane progressive dans le vide,
la puissance surfacique moyenne vaut 5°— d'ott F' ~ 3 x 108 V-m~! > 1073E*. Ce laser permet d’observer des
effets non linéaires.

I1.B. Composantes de la polarisation

I1.6. Un tel potentiel ne permet de modéliser 'interaction noyau-nuage que si on tient compte d’une déformation du
nuage lors de son déplacement relatif contrairement a ce qui a été annoncé.

IL.7. mddz% = —grad Ws(r) + ¢E(O, 1)
&7 3 r? .

M= = —MWir Uy, — §mw§afﬂ>y + qEo coswt W, | puisqu’on limite 'étude au cas olt 7(t) = 7(t)ii,,.

2

IL.8. L’équation précédente projetée selon i, s’écrit mat v —mwyr — §mw0a + qFEq cos wt.

t2 =
(a) En se limitant au premier ordre par rapport & « :
2

d2
# = —w?ay cos(wt) — aaz(2w)? cos(2wt)
o r%(t) = a? cos?(wt) + 2aarag cos(wt) + 2aayaz cos(wt) cos(2wt) + o()

Ainsi, en reportant dans I’équation précédente et en se limitant aux termes du premier ordre en «, il vient :

3 2
—mw?a; cos(wt) — m(2w)2aag cos(2wt) = —mwd(a; cos(wt) + aag + aag cos(2wt)) — mia%a% cos®(wt) +qEp cos(wt).
da2r —mw?r
" ’ m%a@rz



qFEo
m(wg —w?) |
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(b) W A lordre zéro en o, —mw?a; coswt = —mwia; coswt + gy coswt donc | a; =

B Au premier ordre en « et en tenant compte de la relation ci-dessus :

Pour tout ¢, —m(2w)?aas cos 2wt = —mwi(aag + aas cos 2wt) — 5-mwda(a; coswt)?

Soit pour tout ¢, —m(2w)?aas cos 2wt = —mwiaag — mw3 aas cos 2wt — mwiaal (1 + cos 2wt).
Comme le systéme {1, cos(2wt)} est réputé libre, on peut identifier et obtenir :

3a? + 3a3w3
ag=———|et|aa = ———— |
Y * 7T AL(4w? — W)
(¢c) ap < 0 est cohérent avec la forme du potentiel Ws3(r) qui présente un maximum relatif en r = ag = —2=.
Ws(r)
imw3L?

Sl

(d) P= Nqg7 d’ou P(t) = Nqaj coswt + Nqaag + Nqaas cos 2wt.
On remplace alors ag, a1 et as par leurs expressions établies dans la question 8.b :

Ng® 3 m2 2
3 Ng°E, w
_ me 0 0
P(t) =¢o ﬁ Ey cos(wt) — ay LR — o) {1+ R cos(2wt)}
——
XL
Qu’on peut aussi écrire ainsi :
qu N2q4 9
P 3 1 2.2 w
_ me 2 m-e 2 0
P(t)=¢g ﬁ Ey cos(wt) — ay NqLEO 7= ;2)2 Es{1+ e cos(2wt) }
—— \P,-/ —_———
XL * 2

R e wo
AlnSl P :NqL et H:W

(e) L’amplitude (Pa,) relative au terme cos(2wt) est -compte tenu de 'expression (6) de Iénoncé - :

3(coxrEn)?
o 2AE0XLE0)

(Pow) = ‘ 4P

d

1 1
(w3 — w?)? W — 4w?

. L’allure de cette derniere

Compte tenu de la dépendance w — xp, et w — H, (Pay,) x ‘

fonction est représentée ci-dessous.
(PZW)
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I1.9.

I1.10.

, . wo . s . . .
On remarque deux résonances en respectivement — et wy (pulsation de l'onde excitatrice) qui, dans la

réalité, sont atténuées par les phénomenes dissipatifs négligés dans le modele. Chaque résonance génere
respectivement des ondes de pulsation 2wy (doublement de fréquence) et wy.

(f) e Si A varie peu avec le matériau, la connaissance des effets linéaires donc de xr(w) permet d’accéder a
XL (2w) et donc au comportement non linéaire du matériau quelle que soit sa nature.

e A est homogene a l'inverse de g Fy car le coeflicient x est sans dimension. On s’attend & A

EOE*-

e Nous avions établi & la question 8.e que (Pa,) = a3 2:x3 (w) |H (w)| (e0Eo)?. En remarquant que |H (w)| =

2 2 2
UJO wp wo . .
———— = —x5(2 1 t:
w2 e W%XL( w), il vien
3 Wi
Py,) =a— -2 2 E
(Prs) = e S X (29 o)
——
=A

(g) On observera a la sortie un faisceau contenant deux fréquences f et 2f donc deux longueurs d’onde 1064 nm
et 532 nm car A = ?
I1.C. Intensité de 1’onde de fréquence double

. , o - EAB
B Le vecteur de Poynting étant défini par R =

, il faut calculer le champ magnétique B. Compte tenu de la
linéarité des équations de Maxwell, on peut traiter les deux composantes (de pulsations différentes) séparément.

) S dB dB 0
B A partir de Péquation de Maxwell-Faraday rotE; = fa—tl, on calcule 6—t1 =~ [E1(x) cos(wt — kx)] €,
x
- 10
puis By = % [E1(z) sin(wt — kx)] €, (on élimine le champ statique puisqu’on ne s’intéresse qu’a des solutions
x
ondulatoires).
o (Eq () sin(wt—kx))
On calcule alors ]_%1 = D@ cos(wi=ke) —— 5, Uy qu’on moyenne sur une période T' = =L = 22“
How w
(Bi(2)) = — —=
How
B De méme pour la composante de fréquence double en remarquant que % g
(Ra(a)) = 2220
r)) = ———=
2 2/100.}
B Ecrivons la conservation locale de I’énergie électromagnétique :
(R E*+ 5-B?) EAB
— ( 210 = div + 7) ‘E
ot Ho

Remarquons que :

880E2+LB2
.< ( . )>0

ot

. E = EOXLE%—? + 4€0DE2%—? = B(EOXLE2/26':4/38°DE3) donc <_) . E’>> 0

B el
J =
E’)/\E) E‘)/\E kEQ() kE2() d(21(ﬂﬁ)+2§())
(o)) it ]

Mo 2pow 2uow dx

B Ainsi, ’équation locale de conservation de ’énergie électromagnétique, moyennée sur une période, peut s’écrire :

d (B} (z) + E3(2))
dx

=0

Cette expression est compatible avec le systeme d’équations (11) car FEj < dEl + B dE2 = 0. On remarque que
E}(z) + E3(x) = EZ car a l'entrée x = 0 seul le signal E; est présent.

d
La derniére équation encadrée est aussi équivalente - compte tenu de la question 9 - & . [Ri(x) + Ra(z)] = 0.
x

dFE dR dR
L’équation d—2 = +K E? permet d’établir que d—2 > (0 de sorte que d—l < 0 : a mesure que ’onde se propage, la
x x x



puissance transportée par la composante de pulsation w (ainsi que son amplitude) diminue tandis que la puissance
transportée par la composante de pulsation 2w augmente (ainsi que son amplitude).

dEs

IL11. 4E2 = KF? = K(EZ — E3) donc — KFE3 =KE?|
dE>
I112. On integre —Z = KEJ ce qui méne & Es(z) = Eo tanh(K Eox) et | E>(b) = By tanh(K Eob) |
1— 2
Ej

I1.13. On obtient directement -compte tenu de la question 9 - :

Ro(b) _ E3(b) _ 2
Rl (0) = Eg = tanh (KEob)

KEpb

On remarque que le rapport évolue vers 1 si K Eyb > 1 donc que seule la fréquence double est présente dans le
signal si b est suffisamment grand.

106

I1.14. D’apres 1'énoncé, Ry (0) = X (1077 0,5 x 1012 W - m~2. Comme (cf. question 5), Ey = \/2R1(0)uoc, on en

déduit Fy = /1012 x 4710-7 x 3,0 x 108 = 1,9 x 10" V- m™'.

wD 2r D 2m 5,0 x 10713 - 5
On calcule alors KEob = C—\/anb = Tﬁ 00 = 1064 % 10-9 2,3 X 1,9 x 10" x 0, 5x 10 = 0, 189.
Ra(b
Enfin, R2 EO; = tanh(0, 189)2 =3,5x1072 (on remarquera que sans calculatrice, 'ordre de grandeur est délicat
1
a déterminer).
ss g s -1 5 N d2 i 2 . . |Ez| 2
I1.15. La longueur caractéristique n’est autre que L = (K Ep)~*. L’hypothese e < k* |E;| implique Tz < k? |E;
x

soit k2L? > 1. On remplace L par son expression et on obtient la condition équivalente DEy < 1. Comme
DEy=5,0x 10713 x 1,9 x 107 ~ 1 x 107° < 1, 'hypothese associée au systeme d’équations (11) est satisfaite.

IITI Effet non linéaire d’ordre trois-Effet Kerr optique

II1.A. Effet Kerr
27 — — .
I1.16. m%z = —grad Wy(r) + qEq coswt 'y, soit :

27 r3
o 2 — 2 I — —
mW = —MWwyT U 4 + QmwOaL2 wy + qEgcoswt

III1.17. Projetons I’équation précédente selon @, :

&’r 9 9 r3
mW = —muw{r + Qmwoaﬁ + qFy coswt

(a) En se limitant au premier ordre par rapport & « :
d2
E; = —w?a; cos(wt) — w?byacos(wt) — (3w)?abs cos(3wt)

o r3(t) = a$ cos®(wt) + 3a? cos? (wt)a [by cos(wt) + bs cos(3wt)] + o(a)

Ainsi, en reportant dans I’équation précédente et en se limitant aux termes du premier ordre en «, il vient :
2wia
—w?ay cos(wt)—w?aby cos(wt)—(3w)?abs cos(3wt) = —w? [a1 cos(wt) + aby cos(wt) + abs cos(3wt)]+ LO a3 cos?(wt)+

2
qFEo
—— cos wt.

m




IIT1.18.

I11.19.

I11.20.

II1.21.

I11.22.

II1.23.

111.24.

II1.25.

qFo

E
(b) W A lordre zéro en a, —w?a; coswt = —wiay coswt + 220 oswt done —— |
M m(wg — w?)

ay =

B Au premier ordre en « et en tenant compte de la relation ci-dessus, on obtient pour tout ¢ :

2 2
—w?by cos(wt) — (3w)?b3 cos(3wt) = —wiby cos(wt) — wibs cos(3wt) + %ai’ cos®(wt)
En linéarisant I’équation précédente, il vient pour tout ¢ :
w2
—w?by cos(wt) — (3w)?b3 cos(Bwt) = —waby cos(wt) — wabs cos(3wt) + ﬁa% [3 cos(wt) + cos(3wt)]

Comme le systéme {cos(wt), cos(3wt)} est réputé libre, on peut identifier et obtenir :

3 2 3 2
_ 3ay wg ay wg

P . N VY Y
T2 (W - w?) o

212 (w3 — 9w?)

P, = Nqr,(t) ot r,(t) = ay cos(wt) + ab; cos(wt). Développer les calculs meéne bien & 1'expression proposée.

n*=1+x=1+x5(1+ap)
nQL:1+XL

2

} = n? =n? + xraf donc n? —n? = xpaf soit (n —nr) (n+nL) = xraf puis
—_————

~2ny,
NL62HL = XLaﬁ.

5— xreB  xrpaf
= 2
2n%

2(1+x1)

Dans Pexpression de 4, seul le terme 3 dépend de la variable Ey et cette dépendance est en EZ. Compte tenu de
I'expression de §, clairement § est proportionnelle & E2 donc I.

10°
(1073)?
relation démontrée & la question 19, cela est cohérent avec || < 1 puisque y, est de 'ordre de I'unité.

On peut vérifier la consistance des approximations : § = 2 x 1072° x = 2 x 107%. Compte tenu de la

III.B. Autofocalisation d’un faisceau lumineux

L’ordre de grandeur de la divergence angulaire est donnée par la relation :

A
0 ~ DL
P 22’0
0,7x10~6
I’application numérique meéne & 0p ~ ——9 = 2,3x 1072 rad
bp 4 D™ %10 % 10-6

La réflexion est totale si nsin(§ — ) > nr, soit cos(f) > “L. Aux petits angles, on obtient 1 — % > Tk o=

1+7;i(2%
E sant 728 < 1 que Pon vérif steriord, il vient 1 — £ > 1 — ~2Z8 soit :
n supposan 'y%% < 1 que l'on verifiera a posteriory, 1l vient 1 — 5 > f’anQL soit :
E
nrL
A

La divergence du faisceau est contrebalancée par 'effet Kerr lorsque 64 ~ 6, ce qui se produit lorsque| E,

27z |

soit | F. = 3,5 x 10° V-m™! | On remarquera que

0,7 %1076
210722 x 10 x 10—

E? . . T
5.2 < 1 de l'approximation est réalisée.
L

L’application numérique mene a FE. =

la condition vy

Pour Ey ~ E., la refocalisation par effet Kerr autorise la propagation du faisceau dans le milieu sans divergence
du faisceau. Pour Ey > E., le faisceau est focalisé. Pour Ey < E., la diffraction ’emporte : le faisceau diverge.

FIN



