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Proposition de corrigé

à l’usage exclusif des membres de l’UPA et de l’UPS

Martine SANQUER (mm.sanquer@wanadoo.fr)  et  Nicolas SARD (nicolas.sard@ac-grenoble.fr)

BCPST2  Lycée Champollion  (Grenoble)

Adaptations au nouveau programme
Partie I.B.
2. Remplacer par « Rappeler quelle est la condition sur les phases pour que ces deux rayons interfèrent de façon constructive. »

3. Hors nouveau programme : admettre le résultat fourni.

7. La différence de phase est  φ = 2 π 
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  où  δ est la différence de chemin optique entre les deux rayons.
Partie II.A.
2. L’énergie libre est définie par  F = U - T S .
I. L’arc-en-ciel
I.A. Théorie de Descartes

1. Les lois de l’optique géométrique sont vérifiées lorsque la diffraction est négligeable : les ouvertures doivent être grandes devant la longueur d’onde. Le milieu doit également être transparent (absence d’absorption).
2. Un rayon lumineux est un modèle de faisceau infiniment fin (irréalisable en pratique à cause de la diffraction) permettant d’indiquer la trajectoire de l’onde lumineuse.
3. Avec c la vitesse de propagation de la lumière dans le vide et v la vitesse de propagation dans le milieu, l’indice de ce milieu est donné par   n = 
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	4. Au point d’incidence I (intersection du dioptre et du rayon incident), le rayon incident donne naissance à deux rayons appartenant au plan d’incidence (défini par le rayon incident et la normale au dioptre en I) :
- un rayon réfléchi dans la direction telle que   i1 + i1’ = 0 
- un rayon transmis dans la direction telle que   n1 sini1 = n2 sini2 
(dans les deux cas, les angles sont algébriques)
	[image: image3.png]Surface de
séparation entre
les deuz milienx

Rayon incident

Rayon réfracté

Milien 2






5.a. Il y a réfraction :   n0 sini = n sinr   avec  n0 = 1  l’indice de l’air.
5.b. Le triangle considéré est isocèle :   r’ = - r .
5.c. Compte tenu des deux relations précédentes, |r’| est nécessairement inférieur à l’angle limite de réfraction (principe du retour inverse de la lumière : un rayon peut émerger avec l’angle i par rapport à la normale) et il y a réflexion partielle en Ω.
5.d. Le rayon émerge de la goutte avec l’angle - i par rapport à la normale et on peut écrire d’après la figure :

D = (i - r) + (π - 2 r) + (i - r)  d’où   D = π + 2 i - 4 r .

6.a. D’après la figure,   x = sini .
6.b. On écrit les différentielles des relations rencontrées :

n0 sini = n sinr
(
n0 cosi di = n cosr dr

D = π + 2 i - 4 r 
(
dD = 2 di - 4 dr 


x = sini
(
dx = cosi di 

Alors  dD = 2 di - 4 
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Ainsi,  
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Avec  x0 = sini0  et  n0 sini0 = n sinr0 , on obtient l’égalité
4 (1 - x02) = 
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6.c. D0 est le minimum de déviation (voir aussi 8.d) : pour des incidences (légèrement) différentes autour de  b0 = x0 a , les rayons émergents sont très proches les uns des autres, d’où une « accumulation de lumière ».

Comme  
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6.d. AN :  x0 = 0,861  ce qui entraîne  i0 = 59,4 °  puis  r0 = 40,2 °  et enfin  D0 = 138,0 °
L’arc-en-ciel est observé dans une direction de 42 ° autour de l’observateur. 
6.e. Le développement de Taylor à l’ordre 2 de D(x) au voisinage de x0 s’écrit :
D(x) = D(x0) + 
[image: image19.wmf]0

d

d

x

x

x

D

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

 (x - x0) + 
[image: image20.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]0

2

2

d

d

x

x

x

D

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

(x - x0)2 = D0 + 
[image: image22.wmf]2

1

 D"0 (x - x0)2  d’où  2 (D - D0) = D"0 (x - x0)2
La dérivée de ce développement donne  
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Avec ces deux résultats, on obtient finalement   s ≈ 
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	6.f. Voir le tracé ci-contre.

6.g. Cette étude montre que l’intensité lumineuse diminue très rapidement dès que la déviation augmente, ce qui correspond à des rayons émergents de la goutte moins inclinés sur l’horizon, c’est-à-dire vers l’intérieur de l’arc. Pour une longueur d’onde donnée, l’arc est ainsi plus lumineux vers l’extérieur (voir aussi en 7.f).
	
[image: image28]


7.a. La dispersion est la séparation des couleurs d’une lumière polychromatique : elle peut être réalisée à l’aide d’un prisme ou d’un réseau.
7.b. D’après la loi de Cauchy (non exigible !) :   n(λ) = A + 
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   avec A et B des constantes positives.
7.c. A angle d’incidence donné, la différenciation des relations vues en 5 conduit à :

n0 sini = n sinr
(
0 = dn sinr + n cosr dr

D = π + 2 i - 4 r 
(
dD = - 4 dr 

Ainsi,  dD = 4 
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7.d. 
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7.e. Au premier ordre,  ΔD0 = 
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 Δn :  ΔD0 = 3,3.10-2 rad = 1,9 °
	7.f. D’après la loi de Cauchy, l’indice diminue quand la longueur d’onde augmente, ce qui implique (résultat précédent) une diminution de la déviation quand la longueur d’onde augmente. Le rouge (longueur d’onde plus élevée) est alors moins dévié que le bleu.

Pour l’observateur, dos au Soleil, ces rayons font un angle plus important avec l’horizon et le rouge se trouve à l’extérieur de l’arc-en-ciel (voir schéma ci-contre).
	[image: image46.emf]


8.a. On a ici  D = (i - r) - (π + 2 r) - (π + 2 r) + (i - r) = 2 i - 6 r - 2 π  équivalent à   D = 2 π + 2 i - 6 r .
( la définition de la déviation aurait pu être précisée…
8.b. Les déviations sont différentes pour les deux trajets considérés, et le phénomène de dispersion est toujours présent : ce trajet conduit bien à la formation d’un arc-en-ciel secondaire.
8.c. On a maintenant  dD = 2 di - 6 dr : un calcul analogue à celui mené en 6.b donne alors

9 (1 - x0’2) = 
[image: image47.wmf]2

0

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

n

 - x0’2  (  8 x0’2 = 9 - 
[image: image48.wmf]2

0

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

n

  (   x0’ = 
[image: image49.wmf]8

9

2

0

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

n

n

 
AN :  x0’ = 0,950 ;  i0’ = 71,8 ° ;  r0’ = 45,4 ° ;  D0’ = 231,0 °
Ce deuxième arc-en-ciel apparaît dans une direction de 51 ° autour de l’observateur. 
	8.d. Voir les tracés ci-contre.

Pour un observateur donné, le premier arc est observé pour des angles i positifs alors que le second est observé pour des angles i négatifs. On a ainsi représenté   D1 = f(i)  pour le premier arc et  D2 = g(‑i) pour le second.

On observe une zone sans luminosité pour des déviations comprises entre 129 ° et 138 ° : cette « bande sombre d’Alexandre » est grisée.
	
[image: image50]


I.B. Théorie de Young
1. Les rayons parallèles entre eux interfèrent à l’infini.
2. Les interférences sont constructives lorsque les ondes sont en phase.

3. Hors nouveau programme : résultat admis.
4. On a obtenu (A.6.b)  
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  (n0 est remplacé par sa valeur)
Par ailleurs  
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5. Avec  x = x0 + χ ,  la relation précédente peut s’écrire  d[AB] = a (x0 + χ) dD .

On va réaliser une intégration par parties avec  (x0 + χ) dD = d[(x0 + χ) D] - D d(x0 + χ) .

L’intégration entre  ξ = 0  et ξ donne alors

[AB](ξ) - [AB](ξ = 0) = a [(x0 + ξ) D - x0 D0 - 
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soit, comme demandé,   [AB](ξ) - [AB](ξ = 0) = a [x0 (D - D0) + ξ D - 
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6. Le développement vu en A.6.e est  D(x) = D0 + 
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Dans l’expression de la question précédente, cela donne :

[AB](ξ) = [AB](ξ = 0) + a [x0 
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[AB](ξ) = [AB](ξ = 0) + a [x0 
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d’où   [AB](ξ) = [AB](ξ = 0) + a x0 D"0 
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   qui correspond bien à l’expression donnée.
( … avec un étrange  O(ξ4)…
7. La différence de chemin optique est  δ = [AB](ξ) - [AB](-ξ) = 
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La différence de phase est alors   φ = 2 π 
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8. Les interférences sont constructives si  φ = N 2 π  avec N un entier : il faut donc satisfaire la relation
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Alors  DN = D0 + 
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Cette relation est cohérente avec celle fournie ensuite.
9.a. La théorie de Descartes est valable lorsque la diffraction est négligeable, donc pour  a  λ . Dans ce cas,  k a  2 π  et, dans la relation fournie, cela conduit bien à  DN - D0 ≈ 0  (  DN ≈ D0 .
9.b. Avec  D"0  0 , on a  D1 - D0  0  (  D1  D0 : la déviation est plus importante pour le premier arc surnuméraire qui se situe ainsi à l’intérieur de l’arc-en-ciel primaire (même raisonnement qu’en I.A.7.f).
9.c. D1 - D0 = 
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  et  D"0 = 9,78 rad
Alors  D1 - D0 ≥ ΔD0  si  a ≤ 2,0.10-4 m = 0,20 mm
Cet arc ne peut être observé qu’en présence de gouttes extrêmement fines.
10.a. La taille des gouttes n’intervient pas dans la formation de l’arc primaire mais influe sur sa luminosité (puisqu’elle intervient dans l’expression de s) : une distribution de la taille des gouttes fera apparaître des différences de luminosité dans cet arc.

L’existence de l’arc surnuméraire est quant à elle liée à l’existence de très petites gouttes : une distribution de la taille des gouttes rend son observation difficile.

10.b. En raison de la largeur angulaire finie du Soleil, c’est un « faisceau » d’arcs-en-ciel qui va se former, superposés et légèrement décalés les uns par rapport aux autres. Les couleurs seront alors quelque peu mélangées.
10.c. Avec des gouttes de taille très faible, on peut observer un arc surnuméraire… mais plus difficilement l’arc-en-ciel primaire, très peu lumineux.

II. Formation et croissance des gouttes d’eau 
 
II.A. Formation des gouttes de pluie
1.a. Lors de la transformation monobare du système, le travail reçu de la part du réservoir est :   W = – P0.ΔV .
1.b. Le premier principe de la thermodynamique appliqué au système en absence de mouvement macroscopique permet d’exprimer le transfert thermique  Q = ΔU – W  soit   Q = ΔU + P0.ΔV .
1.c. Le second principe de la thermodynamique appliqué au système en contact monotherme du thermostat s’écrit :  ΔS = 
[image: image87.wmf]0
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 + Scr  avec Scr entropie créée nécessairement positive ou nulle ; le transfert thermique obéit donc à l’inégalité  Q ≤ T0.ΔS , soit d’après le résultat précédent  ΔU + P0.ΔV ≤ T0.ΔS  ou encore :

 ΔU + P0.ΔV – T0.ΔS ≤ 0 .
La fonction d’état  G* = U + P0.V – T0.S  (et non pas  U + P0.ΔV – T0.ΔS  comme indiqué dans l’énoncé !) constitue bien un potentiel thermodynamique pour les transformations monothermes et monobares.

2. L’énergie libre F est définie par  F = U – T S .
Pour la transformation proposée d’une goutte d’eau, contenant n mol d’eau, de l’état initial (Vg, T0, P0) à l’état final (Vℓ, T0, P1), la variation de potentiel thermodynamique est : 
G* = U(T0, Vℓ, n) – U(T0, Vg, n) + P0.(Vℓ – Vg) – T0.[S(Vℓ, T0, n) - S(Vg, T0, n)]
On peut choisir d’exprimer l’entropie en fonction de deux des variables (T, P, V) ainsi que de la quantité de matière.
Puisque T0 est la température du système dans l’état initial et dans l’état final : 
U(T0, Vℓ, n) – U(T0, Vg, n) – T0.[S(Vℓ, T0, P1, n) - S(Vg, T0, P0, n)]  est la variation de la fonction  F = U – T S  du système, donc : 

 ΔG* = F(T0, Vℓ, n) – F(T0, Vg, n) + P0.[Vℓ(T0, P1, n) – Vg(T0, P0, n)] 
Les volumes de chaque phase dépendent de la température et de la pression.
3. L’enthalpie libre G s’écrit en fonction de F :  G = F + P V  donc pour la transformation proposée :

G = F(T0, Vℓ, n) – F(T0, Vg, n) + P1 Vℓ - P0 Vg  donc : 
G* = G – (P1 Vℓ - P0 Vg) + P0.(Vℓ – Vg) = G + Vℓ [P0 – P1] 

Les variables canoniques de G sont T et P donc :

 ΔG* = Gℓ(T0, P1, n) – Gg(T0, P0, n) + [P0 – P1] Vℓ(T0, P1, n) 
Résultat cohérent avec la forme donnée à la question suivante… et dans laquelle les variables dont dépend chaque terme sont précisées !

4.a. Si les pressions P1 et P0 sont très voisines, on peut exprimer l’enthalpie libre de la phase liquide à la pression P1, Gℓ(T0, P1, n), en fonction de Gℓ(T0, P0, n) grâce à un développement limité à l’ordre 1 :
Gℓ(T0, P1, n) = Gℓ(T0, P0, n) + 
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 (P1 – P0)  avec  
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 = Vℓ(T0, P0, n)  (identité thermodynamique)
A condition de négliger la différence de volume de la goutte liquide entre les pressions (très voisines) P0 et P1, on obtient alors :  ΔG* = Gℓ(T0, P0, n) – Gg(T0, P0, n) + γS
Ou bien en introduisant les enthalpies libres molaires (c'est-à-dire les potentiels chimiques !) des deux phases à la température T0 et la pression P0 :   ΔG* = n [gℓ(T0, P0) – gg(T0, P0)] + γS   conformément à l’énoncé.
4.b. La surface de la sphère est  S = 4 π r2 , son volume est  V = 
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 π r3  et la quantité de matière présente dans la goutte d’eau est  n = 
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  où Vmℓ est le volume molaire de la phase liquide à la température T0 et la pression P0 et V le volume de la goutte sphérique.

On peut donc écrire   ΔG* = 4 π [
[image: image92.wmf]l

m

3

1

V

 (gℓ – gg) r3 + γ r2]   qui est bien un polynôme de degré 3 en r.
4.c. La dérivée de ΔG* par rapport à r est :  
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 (gℓ – gg) r2 + 2 γ r]
Si  (gℓ– gg)  0 , cette dérivée est toujours positive et ΔG* est une fonction toujours croissante.
Si  (gℓ– gg)  0 , cette dérivée s’annule pour  r0 = 
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  et ΔG* est une fonction croissante entre  r = 0  et  r = r0  et décroissante ensuite.
	On peut donc proposer l’allure ci-contre.
G* étant potentiel thermodynamique, elle diminue lors de l’évolution du système, et l’état stable correspond à ΔG*(r) = 0 . 
Si  (gℓ– gg)  0 , ΔG* s’annule pour  r = 0 , ce qui correspond à un état stable gazeux : une goutte d’eau liquide formée tend à disparaître.
Si  (gℓ– gg)  0 , ΔG* s’annule pour  r = 0  puis pour une autre valeur non nulle de r : il existe deux états stables du système et la formation de gouttes d’eau liquide stables est possible.
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4.d. Dans le cas où  (gℓ– gg)  0 , le cas  r = 0  correspond à des gouttes d’eau trop petites pour exister. La goutte d’eau ne pourra croître (en suivant la courbe ΔG*(r)) que si sa taille est supérieure à r0 ; on a donc :   rc = r0 = 
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4.e. La formation de tels germes sera possible par exemple sur des poussières présentes dans l’atmosphère.
II.B. Croissance des gouttes de pluie
1. L’expression du taux d’accroissement de la masse montre une augmentation :
- avec la vitesse de la goutte : on peut supposer qu’elle est reliée à une augmentation de la probabilité de collision avec d’autres gouttes favorisant le processus d’agrégation collisionnelle,
- avec m2/3, ce qui correspond à une augmentation avec V2/3 soit avec r2 (r, rayon de la goutte) c'est-à-dire avec la surface de la goutte, qui va favoriser la collision avec d’autres gouttes.

2. La goutte est soumise à son poids  
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  (et à la poussée d’Archimède exercée par l’air, que l’on peut négliger, et sans doute aussi à des forces de frottement…). La relation fondamentale de la dynamique pour ce système dont la masse est variable s’écrit :   – m g 
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  est la quantité de mouvement de la goutte).
3. En projetant la relation fondamentale de la dynamique sur l’axe Oz et en développant la dérivée de la quantité de mouvement, on obtient :  – m g = v 
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Compte-tenu de la relation donnée dans l’énoncé, avec  v = a t , on a  
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 = k a t m2/3  qui devient après séparation des variables  
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 = k a t dt  qui s’intègre en tenant compte des conditions initiales en  3 m1/3 = 
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En remplaçant m et v par leurs expressions dans l’équation différentielle, il vient :

– 
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 t6 g = a 
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 t6 + k a2 t2 
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 t4  qui se simplifie et conduit à   a = – 
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L’expression proposée pour v permet bien de résoudre l’équation différentielle.
4. ( Un petit changement de nom de variable assez mal venu ! 
On garde la variable z avec  
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 = – 
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 t  qui s’intègre en   z(t) = – 
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 t2 + z0   où z0 est la position initiale de la goutte.
5. Remplaçant a par sa valeur dans l’expression obtenue pour m en 3, on obtient  m(t) = – 
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( Petit problème de signe (en supposant que k est positif) puisque m(t) est bien sûr positive ! Il aurait fallu que l’énoncé précise si la notation v intervenant dans le taux d’accroissement de la masse (en 1) puis dans l’hypothèse d’un mouvement uniformément accéléré (en 3) est la norme de la vitesse ou sa valeur algébrique.
On retient donc   m(t) = + 
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6. Avec  n = 7  et  α = 
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 , on calcule la variation d’énergie cinétique  ΔK = 
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 [m(T) v2(T) – m(0) v2(0)]  soit avec les conditions initiales   ΔK = 
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7. Le travail de la force de gravité W est calculé à partir du travail élémentaire :  δW = - m g dz  avec l’axe vertical ascendant. L’expression de la vitesse permet d’écrire  dz = – 
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 t dt  ce qui associé à l’expression de m(t) conduit à  δW =  t7 
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 dt ; par intégration entre 0 et T, on a finalement   W = 
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8. Toutes les gouttes tombant verticalement, on raisonne sur la projection selon l’axe Oz des quantités de mouvement et vitesses ;  la conservation de la quantité de mouvement entre
- l’état initial : une goutte de masse m de vitesse v et l’autre immobile ; quantité de mouvement  p = m v
- l’état final : une goutte unique de masse  m + dm  et de vitesse v’ ; quantité de mouvement  p’ = (m + dm) v’
s’écrit donc :  m v = (m + dm) v’
dont on déduit après un développement limité à l’ordre 1 (dm infiniment petit) la vitesse de la goutte après le choc :  v’ = v (1 - 
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La différence d’énergie cinétique s’écrit alors
ΔK = 
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En ne gardant que les termes d’ordre 1 en 
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 , il reste   ΔKchoc = - 
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Lors de ce choc inélastique, il y a perte d’énergie cinétique, dont on peut supposer qu’elle est convertie en énergie à l’échelle microscopique (l’énergie est une grandeur conservative), partiellement sous forme de chaleur et partiellement sous l’effet de la déformation du système ; en tous cas, il s’agit bien d’un gain d’énergie interne.
9. Les résultats obtenus en 6 et 7 montrent que  W  ΔK , ce qui apparaît contradictoire avec le théorème de l’énergie cinétique. Il semble cohérent, compte tenu de l’étude faite en 8, d’attribuer cette différence à l’aspect inélastique de la collision, et d’écrire le bilan suivant :   ΔK = W + ΔKchoc = W - ΔUchoc .
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