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I. —Forme des gouttes

I.A —Role de la tension superficielle

B 1 — — La surface totale du cylindre est la somme de la surface latérale 2wae et du double de la surface de
base 27a®. | S = 2mae + 2ma® ‘
Le volume est le produit de la surface de base par la hauteur : |V = mae| Soit e = V/ma?. La surface s’écrit

alors S = 2ma? + 21aV/ma? = 27a® + 2V /a. Avec la formule de I’énoncé il vient :

2AV
E,; = o2ma’A + T
a
B2 — — AetVsont fixés : E,; = 24(ma® + V/a). La dérivée du terme entre parenthéses vaut 2ma — V/a? et
s’annule pour|a = ag = [V/Qﬂ]l/?’ . Par ailleurs pour a = 0 ou ¢ — o0, E,; — 00 , Pextremum est un minimum.

En ce point V = 27ra3 = maZeg. ce qui donne . Le cylindre a une hauteur égale & son diameétre, ce qui

peut passer comme vaguement équivalent & une sphére. Avec ces valeurs on peut écrire :

3

[Ep t]min = 2A(ma? + zw%) =67Aa2  |[Epilmin = 6mAd?
Ep’t
6w Aa3
|
|
O |

B3 — — E,; =2A(ra®> +V/a) dE,;/da=2A(2ma — V/a?)

PE,, 2V P’E,,
E20t _9A(2r + = 2
da? (2 + as ) da?

lama, = 127A

Energie potentielle élastique d’un ressort.
Le ressort a une longueur & vide ly. On va ’étirer jusqu’a une longueur a en passant par la longueur variable
x. La force extérieure exercée sur le ressort vaut f = k(lx —1,). La différentielle de I’énergie potentielle est alors



dE, = f.dx = k(z — lp)dx. en intégrant entre Iy et a on obtient ‘Ep = k[a®/2 —lp.a +12/2]|. En dérivant deux

fois par rapport & a on obtient d2Ep / da®? = k|. La dérivée premiére s’annule pour ly = ay donnant le minimum

de E,. Ainsi par analogie de formule on peut écrire |k = 127 A |et|lp = ao | Pour le ressort I’énergie potentielle

minimum est nulle, alors que pour le cylindre elle vaut 6 Aa3. Cette valeur est celle de la constante "prés" indiquée
dans I’énoncé.

Application numérique : Valeur de k obtenue par l’analogie’ k= 2,64 Nm™! ‘ Bien que I’énoncé ne le précise pas,

on suppose que le ressort est vertical sur la Terre et soumis & la pesanteur terrestre : Al = 1072.m mg = 0,98 N,

ce qui donne ’ kK = 98 N.m~!| L’énergie potentielle du ressort est supérieure a 1’énergie potentielle du cylindre.

I[.B. — Influence de la pesanteur

B 4 — — Le cylindre a ses génératrices verticales. L’accélération de la pesanteur est constante. Pour calculer I’énergie
potentielle de I’eau dans le cylindre on découpe une tranche entre I’altitude z et z + dz dont le poids est p.ma?gdz,
'énergie potentielle élémentaire de cette tranche est dE, , = p.ma’gzdz. En intégrant entre 0 et e on obtient
E, 4 = pema®ge?/2. en supposant que la relation entre V et ag reste vraie, soit V = ma’e = 2ma} , e = a}/a®.
Finalement on trouve bien la formule de I’énoncé :

_ 27pegag
Boo = =2
B 5 — — On écrit ’énergie potentielle totale :
2 pegald 2AV  dE 2o gad 2AV
[Epltotate = # +2mAa® + 2 L= 2# +221Aa; — —5— =0
a a da ay ay
Avec a1 = ag(1 +¢€) et V = 27ma} et en développant les calculs a I'ordre 1 on obtient :
it o _ 5 _ _ Hega
Tegay(l — 3e) +4nAap(l + ¢) —4nAapg(l —2¢) =0 pegay +ap.3.c =0 |e = 3

Comme on a ajouté une énergie potentielle, le minimum de ’énergie totale correspond & une valeur plus faible de
la variable a dans les conditions précisées par ’énoncé. L’application numérique donne : |e = —0,046| Compte
tenu du modéle choisi qui assimile un cylindre & une spheére cela est suffisamment petit devant 1.

FIN DE LA PARTIE I

II. — Modéle mécanique du rebond

II.A.— Etude de la chute

B 6 — — Le patin, le ressort et "amortisseur ont une masse supposée nulle. Les forces liées a lair sont aussi
nulles. A Iinstant ¢ = 0 la masse m est au repos le ressort a donc sa longueur a vide ey. La seule force qui s’exerce
sur le systéme est le poids de la masse m. Comme é(t = 0) = 0 et comme aucune force ne s’exerce entre la masse
et le reste du systéme e(t) reste constant et égal a eq.

B 7 —— D’aprés ce qu’on a vu le systéme reste un solide de masse m dans le vide. Son mouvement est un mouvement,
de chute libre dans le vide sous ’action de la pesanteur avec une vitesse initiale nulle.

1 1 2h
z= —ig.t2 +h it)=—gt 2=0 — h=_gtd 2ty = -9/ — vo = /2.g.h
g

2

I1.B.— Etude du choc sur la plaque

B 8 — — La plaque est fixe, il faut donc étudier le mouvement de la masse m dont on néglige le poids.
e(t) = e(t) — eg. La relation fondamentale de la dynamique appliquée a la masse m s’écrit :

. . . f .k 9 k vVkm
m.E(t) = —ke(t) — f.e(t = E+ —.e+ —¢ wy = — = —
(t) = —ke(t) - 1.4 Sitoe b= ol le =
B9 — — L’équation caractéristique de I’équation différentielle du second ordre linéaire & coefficients constants

et sans second membre vaut et on en tire aisément les racines ainsi que la simplification par 1/Q? :

2
_@o Yo g2
wo ) + 3 —4dwg wo _
—r+wy=0 r= r~—— 1 juwp

Q 9 2 2Q

r2+



On en tire donc la relation demandée :

e(t) = exp(—%)[Bcos(wot) + C'sin(wot)]

Ent=0¢(0)=0=1[B.1+0.C] dott B = 0. On dérive ensuite £(¢) en ne conservant que la constante C' :

0-0
£(0) = —@ exp (—%)[C .0] + exp(— 2Q ——)Cwy cos(wy.0) = vy
Les deux constantes demandées sont : | B = 0|et|C = vy/wy
B 10 — — Pour déterminer les extrema on écrit que la dérivée premiére (t) est nulle. ce qui donne :
t 4
e(t) = 7;% exp (—;—OQ)LU— sin(wot) + exp(— :22 Yvg cos(wot) = exp(—;%)[vo cos(wot) — % sin(wot)]
Les extrema sont obtenus pour ’ tan(wot) = 2.Q ‘ Considérons 'angle o compris entre 0 et 7/2 tel que tan o = 2.Q).

Comme (@ est assez grand cet angle est plutot compris entre 7/4 et w/2. On en déduit :

T, = — +n—| |Th = —
wo wo wo
(T)] = 2. exp(— 2% | in(woTn)| [ sinfwo(- + "] = sina]
u)o 2Q wo wo
Ie(T2)| v sin(a) exp( « ). exp! mr) =(Th) v sin(a) exp( « )
n - .exX —— ). €X —_— = ——~  eX -
@ Pimog- P50 0 @ PI750

Faisons maintenant le rapport |e(T),)|/|e(To)] :

(Tl _ exp(=0/2Q). exp(—nm/2Q)  _ exp(—n7/2Q) = 0,1 —nm/2Q = In(0,1) = —2,32

|e(To)] exp(—a/2Q)

n = 1,46.QQ |pour Q =5 ’ n =71 oscillations‘

II.C.— Décollement de la Goutte

B 11 — — La force exercée par la plaque fixe sur le patin est 'opposé de la force du ressort —ke et de la force
de 'amortisseur — f¢. soit ’ R = ke + f@"
B 12 — — Avec l'expression donnée de R &t = 0 R > 0. Le patin va décoller lorsque R = 0. Ce qui donne

tan(wor) = —1/Q . Posons tan(8) = —1/Q . Comme 1/Q << 1 tan(8) ~ . wor =7 — 1/Q), et enfin :

T—1/Q

wo

En conservant ) = 5 et avec les valeurs numeériques de la fin de I’énoncé on trouve |7 = 4,6.107% s| avec

’ erreur relative 6,3% ‘
Le début de I’énoncé parle de quelques millisecondes pour le temps de décollage, ce qui semble en accord avec les
observations.

B 13 — — Reproduisons le graphique de 1’énoncé aprés avoir rectifié une petite erreur.En effet 1’échelle log-
log forme un carré, ce qui est normal. Or la valeur 10_33 sur 'axe des ag devrait étre décalée vers la droite pour
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Fi1GURE 3 — 7 fonction de ag

respecter la forme carrée. Pour simplifier les calculs négligeons
1/Q devant 7. 7 ~ 7 /wg ~ m/m/k . Avec k = 12w A et m = p..27a3 il vient :

o e 3/2 _ He §
T = ea% lg(t) = lg(n \/6A) + 21g(ao)

Les points expérimentaux sont a trés peu prés alignés. lg(7) est une fonction affine de lg(ag). La pente de la droite
devrait valoir 1,5). Calculons la en faisant le rapport de 45/28 = 1,6. L’erreur (1,6 — 1,5)/1,5) = 7 %. Elle est un
peu supérieure aux erreurs précédentes et le modéle doit étre amélioré.
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IT1. — Modéle ondulatoire du rebond

III.A.— Equation d’onde

B 14 — — L’allongement du ressort vers le haut est €,,41 — €,,. La force exercée par le ressort sur la masse en
zn vaut K(e,41 — €,). De la méme fagon la force exercée pas le ressort du bas vaut —K (e, — ¢,-1. La relation
fondamentale de la dynamique permet donc décrire :

d?e,,
M— = —K(2e, — €pnt1 — En-1)
dt
B 15 — — Avec dy infiniment petit on peut écrire :

Oe Oe
e(z =ndp,t) —e(z = (n+ 1)do, t) = —ado pour (n—1)dy + 7
La différence facteur de K est donc nulle, il faut donc dériver & 'ordre 2 pour obtenir un résultat exploitable.

L’équation a donc pour expression :

%e, 9
M. 52 = —2Kdy—— 5.2

0%, 2Kd3 0%, 1 0%,
osons |c = -
P M 0z2 2 Ot?

On obtient donc bien une équation de D’ALEMBERT, permettant d’obtenir une propagation d’une onde sans
affaiblissement & une dimension d’espace.
Nous avons déja vu que la force exercée par la partie basse de la chaine était :

0 - 0
—Kdoa—i soit | F(zt) = —Kdoiaz
Bl 16 — — En utilisant la solution fournie par I’énoncé, on la dérive deux fois par rapport & z puis a t et on
réécrit ’équation de D’ALEMBERT :
0%e 0%
—— = —a’eyrsin(az — @) cos(wt — 1)) — = —w?eysin(az — @) (cos(wt —1p)  d’out a=2
022 ot? 4 c




II1.B.— Conditions aux limites- conditions initiales

B 17 — — Le bas du cylindre est fixe, sa vitesse est nulle : v(z) = 0 soit —we s sin(—¢) cos(wt —1p) = 0 d’ou
F=0)
B 18 — — Au dessus du cylindre il n’y a plus de ressort. La force exercée par le ressort "inexistant" du haut

est nulle : F'(2ag,t) = 0 soit :

0 9 9 -
£|Z:2a0 =0 cos(a2ag)cos(wit — 1) =0 cos(a2ag) =0 a2ag = wi% = g +im w; = WT:OW)C
B 19 — — La pulsation la plus basse vaut wg = m¢/4agp. En z = 0 dessous il n’y a pas de ressort donc F'(0,¢) =0

soit aeps cos(a.0) cos(wor) =0

II1.C.— Retour a la goutte d’eau

B 20 — — Désignons par I' la raideur équivalente des deux ressorts en série. Il est facile de voir que I' = 2k.
B 21 — — Il y a N ressorts de raideur K jouant le role de x et la raideur totale du ressort est k jouant le role
de I', ainsi :
k 127 A

K:N k=127 A K =

N

M 22 — — Lamasse M vaut m/N, laraideur K vaut k/N. Ainsi K/M = k/m et ¢ = \/2ka3/m , avec T = dag/7c
il vient :

4 cap
r - 4y

™

Cette valeur se rapproche de celle de la question 12 au coefficient numérique prés devant la racine carrée.

III.D.— Role éventuel de la compressibilité de 1’eau

B 23 — — Tous les liquides sont trés peu compressibles, mais ils le sont. Le phénoméne le plus courant per-
mettant de le mettre en évidence est la propagation du son dans I’eau que I'on entend quand on fait de la plongée
sous-marine. Dans ’eau le son se propage bien.

Soit xs le coefficient de compressibilité isentropique et u. la masse volumique de ’eau, en écrivant les équations de

la mécanique des fluides on démontre aisément que la célérité du son dans 'eau est ¢ = 1//Xs/te |

Au laboratoire il est facile de mesurer la masse volumique de ’eau (ou de n’importe quel liquide). Pour la mesure
de la célérité du son il faut disposer d’un haut-parleur étanche et d’un microphone lui aussi étanche. Un aquarium
plein d’eau recoit aux deux extrémités de la plus grande longueur le haut-parleur et le microphone. On étudie alors
les fréquences de résonance et on conserve la plus basse pour déterminer la longueur d’onde du son A\/2 = L ou L est
la longueur. On mesure la fréquence du son au fréquencemeétre et on en déduit la célérité ¢ = A f d’ou la valeur de y;.

B 24 — — A la question 19 le temps 7 valait 2ag/c. Il suffit de remplacer ¢ par ¢, pour répondre & la question
T = 2a0/ce = 2.1073/1,4.107 soit ]Te — 1,43107% s \
Avec cette hypothése le temps de contact est plus faible, en gros, d’'un facteur 1000. Quand les deux modéles

fonctionnent en méme temps c’est celui qui donne un temps de contact le plus long qui 'emporte. En conclusion la
compressibilité de ’eau est un phénoméne marginal.
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IV. — Etude des pertes lors du rebond

IV.A.— Puissance dissipée par viscosité dans un écoulement modéle

B 25 — — U étant constant le systéme est en régime permanent et la vitesse en un point ne dépend pas du

temps ni de la variable x, donc ’ =0 = v(2)hy |




B 26 — — En projetant sur 'axe des z ’équation de Navier-Stokes (v, = 0) on obtient :

_Op(2)
0z

0= p(z) = Cste

En projetant sur ’axe des x il vient :
v, op(2) 0%v, d*v
uw Ox ox o 022 dz? Y s
Enz:OU:0d’ot‘1B:0;enz:ev:UA:U/eﬁnalement

B 27 — — La force surfacique de viscosité a pour expression :
dF dv R nU
a5 ~Mgte =t S =

W 28 — — Avec la géométrie imposée dS = dx.dy. Au point d’ordonnée z : dP(z) = dFdxzdyv(z). Méme relation
pour z + dz de la sorte :

dv(z) U? U?

APyt = fsdxdy[v(z + dz) — v(z)] = fedxdy dz =n—dv p = n—
e

z

Soit 9 le volume occupé par le fluide la puissance extérieure regue par la fluide vaut . La puissance

regue par le fluide est due au déplacement de la plaque supérieure par un opérateur, son signe est donc positif.

B 29 — — La puissance précédente est recue par la particule de fluide. Cette particule ayant une accélération
nulle la somme des forces intérieures et extérieures est nulle d’oti | dP;,y = —dPeyy = —pdd ‘ Cette puissance est

négative car elle se transforme en chaleur du fait de la viscosité et sort du systéme constitué par la particule de
fluide : dP..; + dP.phaiewr = 0

IV.B.— Cas de la goutte

B 30 — — On suppose toujours, sans indication contraire,que la goutte est assimilable & un cylindre de rayon
a(t) et d’épaisseur e(t). Faisons le calcul sur Uintervalle de temps 7 que nous supposouns assez petit pour avoir un
ordre de grandeur :

de de e L . lde 1 7e Ne 3

e(t) =¢(0 — — ~ — approximation assez grossiecre ——~ — AP = -+ |AEF=AP1t=—2ma

(7) (0) + dtT dt T Pprox 28 edt T T2 T T 4o
B 31 — — L’énergie cinétique de la chute de la goutte vaut ’énergie potentielle de la goutte au départ soit

mgh = p.2radgh. Avec la valeur de AE précédemment trouvée on obtient :

E egh . . . -
N HeITT | avec les valeurs numériques de 'énoncé on trouve E/AE ~2.10° AE ~107°E
Ne

Avec cette valeur le nombre de rebonds serait supérieur & l'intervalle de 5 & 10 donné au débute de 1’énoncé. Ce
modéle ne permet pas d’interpréter ’observation O3.

B 32 — — Le nombre de Reynolds est le rapport de la force volumique d’inertie a la force volumique de viscosité.
Ici la vitesse est indépendante du temps de sorte que le terme principal de 'accélération est ’accélération d’inertie.
On peut alors remplacer la force volumique par I’énergie totale du systéme dans chacun des cas. Ainsi ordre de

grandeur du nombre de Reynolds est : ’Re ~ E/AE ~ 2.10%| Le nombre de Reynolds ainsi trouvé est trop grand

et ne permet pas un régime non tourbillonaire. Si on prend 7efs = 7..Re on retombe sur une viscosité plus forte,
les pertes pendant le rebond sont elles-méme plus importantes, ce qui permet d’interpréter ’observation O3.
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V. — Etude des pertes dans Dair

V.A.— Ordres de grandeurs

B 33 — — L’énergie cinétique de la goutte est égale & la variation de l’énergie potentielle de gravitation.
mv?/2 =mg(h — 2) soit |[v = /2g(h — 2)
B 34 — — On peut utiliser la formule de définition du nombre de Reynolds :
|40 (¥.grad )] d d ’
Re:w v=1/2g9(h — 2) @w___ 9 ”Aml:di;}: g
z

[ dz  \/2g(h - 2) 2g(h — 2)3/2
Dans le calcul précédent on a supprimé tous les signes — car & la fin on ne conserve que les modules. Le nombre de

Reynolds a pour valeur :

pal2g(h — 2)]*/?
Nag

Re =

Ce résultat ne contient pas le paramétre ag, or la formule du nombre de Reynolds est tirée d’un cours de mécanique
des fluides. Ce résultat est bien homogéne, on ne voit pas comment introduire un ag sans détruire I’homogénéité.
Pour h—z=1cm R. = 1,810% et pour 2 = 0 R. = 57.10%. Ces valeurs sont trés élevées pour un régime
non tourbillonaire et la trainée ne peut pas étre proportionnelle & la vitesse. D’ailleurs I’énoncé donne une valeur
proportionnelle au carré de la vitesse.

B 35 — — Le poids de la goutte est toujours dirigé vers le bas que nous choisirons pour orientation des vecteurs.
Quand la goutte tombe la force de trainée est dirigée vers le haut de sorte que la somme des forces appliquées &
la goutte est 2madpeg — pamaiv? . Ecrivons la somme des forces en mettant le poids en facteur pour obtenir un
poids fictif P_ = 2madpeg(1 — pagh/peao). On fait de méme lorsque la goutte remonte en changeant de signe dans
la parenthése et on a :

:uah‘ ) ﬂah

v
He@o Heo

g+ = g(1=+ = 0,13

Ce nombre est bien inférieur & 1 de sorte que 1 — v ne puisse pas étre négatif : au lieu de descendre la goutte
monterait indéfiniment avec g4 négatif.

B 36 — — Avec ’hypothése de I’énoncé la seule force dissipative est due & la trainée. Lors du choc sur la plaque
la vitesse se conserve en valeur absolue. Lors du premier choc la vitesse v; = 2g_h. La goutte rebondit avec la
meéme vitesse et atteint une altitude hy = 2g4 hy soit :

1-— 1—
hi=-—"h ainside suite jusqu'a n hy, = (J)”h
1+~ T+~
B 37 — — On prendra le nombre maximal de rebonds observable pour h,, > 0,1 h. En reportant cette valeur

dans la formule ci dessus et en prenant le logarithme de chaque membre on trouve :

1
N = | AN =88]

1—pah/peao

On pourra prendre de l'ordre de 8 rebonds , du méme ordre de grandeur que la réponse a la question 10.
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