
Corrigé de l'épreuve de Physique 2 Mines-Ponts 2013 PCFran
is BROUCHIER5 mai 2013I. �Forme des gouttesI.A �R�le de la tension super�
ielle
� 1 − − La surfa
e totale du 
ylindre est la somme de la surfa
e latérale 2πae et du double de la surfa
e debase 2πa2. S = 2πae + 2πa2Le volume est le produit de la surfa
e de base par la hauteur : V = πa2e . Soit e = V/πa2. La surfa
e s'é
ritalors S = 2πa2 + 2πaV/πa2 = 2πa2 + 2V/a. Ave
 la formule de l'énon
é il vient :

Ep,t = 2πa2A +
2AV

a

� 2 − − A et V sont �xés : Ep,t = 2A(πa2 + V/a). La dérivée du terme entre parenthèses vaut 2πa − V/a2 ets'annule pour a = a0 = [V/2π]1/3 . Par ailleurs pour a = 0 ou a→ ∞, Ep,t → ∞ , l'extremum est un minimum.En 
e point V = 2πa3
0 = πa2

0e0. 
e qui donne e0 = 2a0 . Le 
ylindre a une hauteur égale à son diamètre, 
e quipeut passer 
omme vaguement équivalent à une sphère. Ave
 
es valeurs on peut é
rire :
[Ep,t]min = 2A(πa2

0 + 2π
a3
0

a0

) = 6πAa2
0 [Ep,t]min = 6πAa2

0

Ep,t

0
a0 a

6πAa2
0

� 3 −− Ep,t = 2A(πa2 + V/a) dEp,t/da = 2A(2πa− V/a2)

d2Ep,t

da2
= 2A(2π +

2V

a3
)

d2Ep,t

da2
|a=a0

= 12πAÉnergie potentielle élastique d'un ressort.Le ressort a une longueur à vide l0. On va l'étirer jusqu'à une longueur a en passant par la longueur variable
x. La for
e extérieure exer
ée sur le ressort vaut f = k(x − lo). La di�érentielle de l'énergie potentielle est alors1



dEp = f.dx = k(x − l0)dx. en intégrant entre l0 et a on obtient Ep = k[a2/2 − l0.a+ l2o/2] . En dérivant deuxfois par rapport à a on obtient d2Ep/da
2 = k . La dérivée première s'annule pour l0 = a0 donnant le minimumde Ep. Ainsi par analogie de formule on peut é
rire k = 12πA et l0 = a0 . Pour le ressort l'énergie potentielleminimum est nulle, alors que pour le 
ylindre elle vaut 6πAa2

0. Cette valeur est 
elle de la 
onstante "près" indiquéedans l'énon
é.Appli
ation numérique : Valeur de k obtenue par l'analogie k = 2, 64 N.m−1 . Bien que l'énon
é ne le pré
ise pas,on suppose que le ressort est verti
al sur la Terre et soumis à la pesanteur terrestre : ∆l = 10−2.m mg = 0, 98 N ,
e qui donne k′ = 98 N.m−1 . L'énergie potentielle du ressort est supérieure à l'énergie potentielle du 
ylindre.I.B. � In�uen
e de la pesanteur
� 4 −− Le 
ylindre a ses génératri
es verti
ales. L'a

élération de la pesanteur est 
onstante. Pour 
al
uler l'énergiepotentielle de l'eau dans le 
ylindre on dé
oupe une tran
he entre l'altitude z et z+ dz dont le poids est µeπa

2gdz,l'énergie potentielle élémentaire de 
ette tran
he est dEp,g = µeπa
2gzdz. En intégrant entre 0 et e on obtient

Ep,g = µeπa
2ge2/2. en supposant que la relation entre V et a0 reste vraie, soit V = πa2e = 2πa3

0 , e = a3
0/a

2.Finalement on trouve bien la formule de l'énon
é :
Ep,g =

2πµega
6
0

a2

� 5 −− On é
rit l'énergie potentielle totale :
[Ep]totale =

2πµega
6
0

a2
+ 2πAa2 +

2AV

a

dEt

da
= 2

2πµega
6
0

a3
1

+ 2.2πAa1 −
2AV

a2
1

= 0Ave
 a1 = a0(1 + ε) et V = 2πa3
0 et en développant les 
al
uls à l'ordre 1 on obtient :

4πµega
3
0(1 − 3ε) + 4πAa0(1 + ε) − 4πAa0(1 − 2ε) = 0 µega

3
0 + a0.3.ε = 0 ε =

µega
2
0

3AComme on a ajouté une énergie potentielle, le minimum de l'énergie totale 
orrespond à une valeur plus faible dela variable a dans les 
onditions pré
isées par l'énon
é. L'appli
ation numérique donne : ε = −0, 046 . Comptetenu du modèle 
hoisi qui assimile un 
ylindre à une sphère 
ela est su�samment petit devant 1.FIN DE LA PARTIE III. � Modèle mé
anique du rebondII.A.� Étude de la 
hute
� 6 − − Le patin, le ressort et l'amortisseur ont une masse supposée nulle. Les for
es liées à l'air sont aussinulles. A l'instant t = 0 la masse m est au repos le ressort a don
 sa longueur à vide e0. La seule for
e qui s'exer
esur le système est le poids de la masse m. Comme ė(t = 0) = 0 et 
omme au
une for
e ne s'exer
e entre la masseet le reste du système e(t) reste 
onstant et égal à e0.

� 7 −− D'après 
e qu'on a vu le système reste un solide de massem dans le vide. Son mouvement est un mouvementde 
hute libre dans le vide sous l'a
tion de la pesanteur ave
 une vitesse initiale nulle.
z = −1

2
g.t2 + h ż(t) = −g.t z = 0 → h =

1

2
g.t20 ż(t0) = −g

√

2h

g
v0 =

√

2.g.hII.B.� Étude du 
ho
 sur la plaque
� 8 − − La plaque est �xe, il faut don
 étudier le mouvement de la masse m dont on néglige le poids.

ε(t) = e(t) − e0. La relation fondamentale de la dynamique appliquée à la masse m s'é
rit :
m.ε̈(t) = −kε(t) − f.ε̇(t = ε̈+

f

m
.ε̇+

k

m
ε ω2

0 =
k

m
Q =

√
km

f

� 9 −− L'équation 
ara
téristique de l'équation di�érentielle du se
ond ordre linéaire à 
oe�
ients 
onstantset sans se
ond membre vaut et on en tire aisément les ra
ines ainsi que la simpli�
ation par 1/Q2 :
r2 +

ω0

Q
r + ω2

0 = 0 r =
−ω0

Q ±
√

ω2

0

Q2 − 4ω2
0

2
r ∼ − ω0

2Q
± jω02



On en tire don
 la relation demandée :
ε(t) = exp(−ω0t

2Q
)[B cos(ω0t) + C sin(ω0t)]En t = 0 ε(0) = 0 = 1[B.1 + 0.C] d'où B = 0. On dérive ensuite ε(t) en ne 
onservant que la 
onstante C :

ε̇(0) = − ω0

2Q
exp(−ω0.0

2Q
)[C.0] + exp(−ω0.0

2Q
)Cω0 cos(ω0.0) = v0Les deux 
onstantes demandées sont : B = 0 et C = v0/ω0

� 10 −− Pour déterminer les extrema on é
rit que la dérivée première ε(t) est nulle. 
e qui donne :
ε̇(t) = − ω0

2Q
exp(−ω0t

2Q
)
v0
ω0

sin(ω0t) + exp(−ω0t

2Q
)v0 cos(ω0t) = exp(−ω0t

2Q
)[v0 cos(ω0t) −

v0
2Q

sin(ω0t)]Les extrema sont obtenus pour tan(ω0t) = 2.Q . Considérons l'angle α 
ompris entre 0 et π/2 tel que tanα = 2.Q.Comme Q est assez grand 
et angle est plut�t 
ompris entre π/4 et π/2. On en déduit :
Tn =

α

ω0

+ n
π

ω0

T0 =
α

ω0

|ε(Tn)| =
v0
ω0

. exp(−ω0Tn

2Q
).| sin(ω0Tn)| | sin[ω0(

α

ω0

+
nπ

ω0

)] = sin[α]

|ε(Tn)| =
v0 sin(α)

ω0

. exp(− α

2Q
). exp(−nπ

2Q
) |ε(T0) =

v0 sin(α)

ω0

. exp(− α

2Q
)Faisons maintenant le rapport |ε(Tn)|/|ε(T0)| :

|ε(Tn)|
|ε(T0)|

=
exp(−α/2Q). exp(−nπ/2Q)

exp(−α/2Q)
= exp(−nπ/2Q) = 0, 1 − nπ/2Q = ln(0, 1) = −2, 32

n = 1, 46.Q pour Q = 5 n = 7 oscillationsII.C.� Dé
ollement de la Goutte
� 11 −− La for
e exer
ée par la plaque �xe sur le patin est l'opposé de la for
e du ressort −kε et de la for
ede l'amortisseur −fε̇. soit R = kε + fε̇

� 12 − − Ave
 l'expression donnée de R à t = 0 R > 0. Le patin va dé
oller lorsque R = 0. Ce qui donne
tan(ω0τ) = −1/Q . Posons tan(β) = −1/Q . Comme 1/Q << 1 tan(β) ∼ β. ω0τ = π − 1/Q, et en�n :

τ =
π − 1/Q

ω0En 
onservant Q = 5 et ave
 les valeurs numériques de la �n de l'énon
é on trouve τ = 4, 6.10−3 s ave

erreur relative 6, 3%Le début de l'énon
é parle de quelques millise
ondes pour le temps de dé
ollage, 
e qui semble en a

ord ave
 lesobservations.

� 13 − − Reproduisons le graphique de l'énon
é après avoir re
ti�é une petite erreur.En e�et l'é
helle log-log forme un 
arré, 
e qui est normal. Or la valeur 10−3 sur l'axe des a0 devrait être dé
alée vers la droite pour3



respe
ter la forme 
arrée. Pour simpli�er les 
al
uls négligeons
1/Q devant π. τ ∼ π/ω0 ∼ π

√

m/k . Ave
 k = 12πA et m = µe.2πa
3
0 il vient :

τ = π

√

µe

6A
.a

3/2

0 lg(τ) = lg(π

√

µe

6A
) +

3

2
lg(a0)Les points expérimentaux sont à très peu près alignés. lg(τ) est une fon
tion a�ne de lg(a0). La pente de la droitedevrait valoir 1, 5). Cal
ulons la en faisant le rapport de 45/28 = 1, 6. L'erreur (1, 6 − 1, 5)/1, 5) = 7 %. Elle est unpeu supérieure aux erreurs pré
édentes et le modèle doit être amélioré.FIN DE LA PARTIE IIIII. � Modèle ondulatoire du rebondIII.A.� Équation d'onde

� 14 − − L'allongement du ressort vers le haut est εn+1 − εn. La for
e exer
ée par le ressort sur la masse en
zn vaut K(εn+1 − εn). De la même façon la for
e exer
ée pas le ressort du bas vaut −K(εn − εn−1. La relationfondamentale de la dynamique permet don
 dé
rire :

M
d2εn

dt2
= −K(2εn − εn+1 − εn−1)

� 15 −− Ave
 d0 in�niment petit on peut é
rire :
ε(z = nd0, t) − ε(z = (n+ 1)d0, t) = −∂ε

∂z
d0 pour (n− 1)d0 +

∂ε

∂zLa di�éren
e fa
teur de K est don
 nulle, il faut don
 dériver à l'ordre 2 pour obtenir un résultat exploitable.L'équation a don
 pour expression :
M.

∂2εn

∂t2
= −2Kd2

0

∂2εn

∂z2
posons c =

√

2Kd2
0

M

∂2εn

∂z2
+

1

c2
∂2εn

∂t2On obtient don
 bien une équation de D'ALEMBERT, permettant d'obtenir une propagation d'une onde sansa�aiblissement à une dimension d'espa
e.Nous avons déjà vu que la for
e exer
ée par la partie basse de la 
haîne était :
−Kd0

∂ε

∂z
soit ~F (z, t) = −Kd0

∂ε

∂z
ûz

� 16 − − En utilisant la solution fournie par l'énon
é, on la dérive deux fois par rapport à z puis à t et onréé
rit l'équation de D'ALEMBERT :
∂2ε

∂z2
= −α2εM sin(αz − ϕ) cos(ωt− ψ)

∂2ε

∂t2
= −ω2εM sin(αz − ϕ)(cos(ωt− ψ) d′où α =

ω

c4



III.B.� Conditions aux limites- 
onditions initiales
� 17 − − Le bas du 
ylindre est �xe, sa vitesse est nulle : v(z) = 0 soit −ωεM sin(−ϕ) cos(ωt − ψ) = 0 d'où

ϕ = 0 .
� 18 − − Au dessus du 
ylindre il n'y a plus de ressort. La for
e exer
ée par le ressort "inexistant" du hautest nulle : F (2a0, t) = 0 soit :

∂ε

∂z
|z=2a0

= 0 cos(α2a0) cos(ωit− ψ) = 0 cos(α2a0) = 0 α2a0 = ωi
2a0

c
=
π

2
+ iπ ωi =

(π/2 + iπ)c

2a0

� 19 −− La pulsation la plus basse vaut ω0 = πc/4a0. En z = 0 dessous il n'y a pas de ressort don
 F (0, t) = 0soit αεM cos(α.0) cos(ω0τ) = 0 τ = 2a0/cIII.C.� Retour à la goutte d'eau
� 20 −− Désignons par Γ la raideur équivalente des deux ressorts en série. Il est fa
ile de voir que Γ = 2κ.
� 21 −− Il y a N ressorts de raideur K jouant le r�le de κ et la raideur totale du ressort est k jouant le r�lede Γ, ainsi :

K =
k

N
k = 12πA K =

12πA

N

� 22 −− La masseM vautm/N , la raideurK vaut k/N . Ainsi K/M = k/m et c =
√

2ka2
0/m , ave
 τ = 4a0/πcil vient :

τ =
4

π

√

µea3
0

6A
τ = 2 msCette valeur se rappro
he de 
elle de la question 12 au 
oe�
ient numérique près devant la ra
ine 
arrée.III.D.� R�le éventuel de la 
ompressibilité de l'eau

� 23 − − Tous les liquides sont très peu 
ompressibles, mais ils le sont. Le phénomène le plus 
ourant per-mettant de le mettre en éviden
e est la propagation du son dans l'eau que l'on entend quand on fait de la plongéesous-marine. Dans l'eau le son se propage bien.Soit χs le 
oe�
ient de 
ompressibilité isentropique et µe la masse volumique de l'eau, en é
rivant les équations dela mé
anique des �uides on démontre aisément que la 
élérité du son dans l'eau est c = 1/
√
χsµe .Au laboratoire il est fa
ile de mesurer la masse volumique de l'eau (ou de n'importe quel liquide). Pour la mesurede la 
élérité du son il faut disposer d'un haut-parleur étan
he et d'un mi
rophone lui aussi étan
he. Un aquariumplein d'eau reçoit aux deux extrémités de la plus grande longueur le haut-parleur et le mi
rophone. On étudie alorsles fréquen
es de résonan
e et on 
onserve la plus basse pour déterminer la longueur d'onde du son λ/2 = L où L estla longueur. On mesure la fréquen
e du son au fréquen
emètre et on en déduit la 
élérité c = λf d'où la valeur de χs.

� 24 −− A la question 19 le temps τ valait 2a0/c. Il su�t de rempla
er c par ce pour répondre à la question
τe = 2a0/ce = 2.10−3/1, 4.103 soit τe = 1, 43.10−6 s .Ave
 
ette hypothèse le temps de 
onta
t est plus faible, en gros, d'un fa
teur 1000. Quand les deux modèlesfon
tionnent en même temps 
'est 
elui qui donne un temps de 
onta
t le plus long qui l'emporte. En 
on
lusion la
ompressibilité de l'eau est un phénomène marginal.FIN DE LA PARTIE IIIIV. � Étude des pertes lors du rebondIV.A.� Puissan
e dissipée par vis
osité dans un é
oulement modèle

� 25 − − U étant 
onstant le système est en régime permanent et la vitesse en un point ne dépend pas dutemps ni de la variable x, don
 = ~v = v(z)ûx . 5



� 26 −− En projetant sur l'axe des z l'équation de Navier-Stokes (vz = 0) on obtient :
0 = −∂p(z)

∂z
p(z) = CsteEn projetant sur l'axe des x il vient :

µ(vx
∂vx

∂x
= −∂p(z)

∂x
+ η

∂2vx

∂z2
= 0

d2v

dz2
= 0 v = Az + BEn z = 0 v = 0 d'où B = 0 ; en z = e v = U A = U/e �nalement v = U.z/e

� 27 −− La for
e surfa
ique de vis
osité a pour expression :
d~F

dS
= η

dv

dz
ûx = fsûx fs =

ηU

e

� 28 −− Ave
 la géométrie imposée dS = dx.dy. Au point d'ordonnée z : dP (z) = dFdxdyv(z). Même relationpour z + dz de la sorte :
dPext = fsdxdy[v(z + dz) − v(z)] = fsdxdy

dv(z)

dz
dz = η

U2

e2
dϑ ρ = η

U2

e2Soit ϑ le volume o

upé par le �uide la puissan
e extérieure reçue par la �uide vaut Pext = ρϑ . La puissan
ereçue par le �uide est due au dépla
ement de la plaque supérieure par un opérateur, son signe est don
 positif.
� 29 − − La puissan
e pré
édente est reçue par la parti
ule de �uide. Cette parti
ule ayant une a

élérationnulle la somme des for
es intérieures et extérieures est nulle d'où dPint = −dPext = −ρdϑ . Cette puissan
e estnégative 
ar elle se transforme en 
haleur du fait de la vis
osité et sort du système 
onstitué par la parti
ule de�uide : dPext + dPchaleur = 0IV.B.� Cas de la goutte
� 30 − − On suppose toujours, sans indi
ation 
ontraire,que la goutte est assimilable à un 
ylindre de rayon

a(t) et d'épaisseur e(t). Faisons le 
al
ul sur l'intervalle de temps τ que nous supposons assez petit pour avoir unordre de grandeur :
e(τ) = e(0) +

de

dt
τ

de

dt
∼ e

τ
approximation assez grossière

1

e

de

dt
∼ 1

τ
∆P =

ηe

τ2
∆E = ∆P.τ =

ηe

τ
.2πa3

0

� 31 − − L'énergie 
inétique de la 
hute de la goutte vaut l'énergie potentielle de la goutte au départ soit
mgh = µe2πa

3
0gh. Ave
 la valeur de ∆E pré
édemment trouvée on obtient :

E

∆E
=

µeghτ

ηe
avec les valeurs numériques de l′énoncé on trouve E/∆E ∼ 2.103 ∆E ∼ 10−3EAve
 
ette valeur le nombre de rebonds serait supérieur à l'intervalle de 5 à 10 donné au débute de l'énon
é. Cemodèle ne permet pas d'interpréter l'observation O3.

� 32 −− Le nombre de Reynolds est le rapport de la for
e volumique d'inertie à la for
e volumique de vis
osité.I
i la vitesse est indépendante du temps de sorte que le terme prin
ipal de l'a

élération est l'a

élération d'inertie.On peut alors rempla
er la for
e volumique par l'énergie totale du système dans 
ha
un des 
as. Ainsi l'ordre degrandeur du nombre de Reynolds est : Re ∼ E/∆E ∼ 2.103 . Le nombre de Reynolds ainsi trouvé est trop grandet ne permet pas un régime non tourbillonaire. Si on prend ηeff = ηe.Re on retombe sur une vis
osité plus forte,les pertes pendant le rebond sont elles-même plus importantes, 
e qui permet d'interpréter l'observation O3.FIN DE LA PARTIE IV
6



V. � Étude des pertes dans l'airV.A.� Ordres de grandeurs
� 33 − − L'énergie 
inétique de la goutte est égale à la variation de l'énergie potentielle de gravitation.

mv2/2 = mg(h− z) soit v =
√

2g(h− z)

� 34 −− On peut utiliser la formule de dé�nition du nombre de Reynolds :
Re =

‖µa(~v.
−−→
grad)~v‖

‖ηa∆~v‖ v =
√

2g(h− z)
dv

dz
=

g
√

2g(h− z)
‖∆~v‖ =

d2v

dz2
=

g2

2g(h− z)3/2Dans le 
al
ul pré
édent on a supprimé tous les signes − 
ar à la �n on ne 
onserve que les modules. Le nombre deReynolds a pour valeur :
Re =

µa[2g(h− z)]3/2

ηagCe résultat ne 
ontient pas le paramètre a0, or la formule du nombre de Reynolds est tirée d'un 
ours de mé
aniquedes �uides. Ce résultat est bien homogène, on ne voit pas 
omment introduire un a0 sans détruire l'homogénéité.Pour h − z = 1 cm Re = 1, 8.103 et pour z = 0 Re = 57.103. Ces valeurs sont très élevées pour un régimenon tourbillonaire et la traînée ne peut pas être proportionnelle à la vitesse. D'ailleurs l'énon
é donne une valeurproportionnelle au 
arré de la vitesse.
� 35 −− Le poids de la goutte est toujours dirigé vers le bas que nous 
hoisirons pour orientation des ve
teurs.Quand la goutte tombe la for
e de traînée est dirigée vers le haut de sorte que la somme des for
es appliquées àla goutte est 2πa3

0µeg − µaπa
2
0v

2 . É
rivons la somme des for
es en mettant le poids en fa
teur pour obtenir unpoids �
tif P− = 2πa3
0µeg(1 − µagh/µea0). On fait de même lorsque la goutte remonte en 
hangeant de signe dansla parenthèse et on a :

g± = g(1 ± µah

µea0

) γ =
µah

µea0

= 0, 13Ce nombre est bien inférieur à 1 de sorte que 1 − γ ne puisse pas être négatif : au lieu de des
endre la gouttemonterait indé�niment ave
 g± négatif.
� 36 −− Ave
 l'hypothèse de l'énon
é la seule for
e dissipative est due à la traînée. Lors du 
ho
 sur la plaquela vitesse se 
onserve en valeur absolue. Lors du premier 
ho
 la vitesse v1 = 2g−h. La goutte rebondit ave
 lamême vitesse et atteint une altitude h1 = 2g+h1 soit :

h1 =
1 − γ

1 + γ
h ainsi de suite jusqu′à n hn = (

1 − γ

1 + γ
)nh

� 37 −− On prendra le nombre maximal de rebonds observable pour hn ≥ 0, 1 h. En reportant 
ette valeurdans la formule 
i dessus et en prenant le logarithme de 
haque membre on trouve :
N =

1

lg 1+µah/µea0

1−µah/µea0

A.N. N = 8, 8On pourra prendre de l'ordre de 8 rebonds , du même ordre de grandeur que la réponse à la question 10.fran
is.brou
hier�prepas.org
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