
E3A – Physique – PSI – 2013

Première partie
Capteur de proximité

A Étude du condensateur de mesure
A.1. On considère une surface fermée Σ. On note Q la charge électrique à l’intérieur de Σ. Le théorème de

Gauss s’écrit :
£

Σ

~E.d~S “
Q

ε0

A.2. Si les effets de bords sont négligeables, les plans
pM,~er, ~ezq et pM,~eθ, ~ezq sont des plans de symétrie de
la distribution de charge. Donc ~EpMq “ Epr, θ, zq~ez.
La distribution de charge est invariante par toute trans-
lation dans le plan pOxyq, donc ~EpMq “ Epzq~ez.
Soit Σ le cylindre de génératrices parallèles à pOzq, de
section d’aire S représenté ci-contre. Le théorème de
Gauss s’écrit

£

Σ

~E.d~S “
Q

ε0
.

En admettant que le champ électrique est nul à l’exté-
rieur du condensateur :

£

Σ

~E.d~S “ SEpzq.

Donc Epzq “
Q

Sε0
Le champ électrique à l’intérieur du condensateur est

~E “
Q

Sε0
~ez

L’énergie électromagnétique dans le condensateur est

alors W “
1
2ε0E2dS. D’où W “

Q2d

2ε0S
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Or l’énergie électromagnétique dans le condensateur est liée la capacité C par W “
Q2

2C
.

D’après les deux expressions de W : C “
ε0S

d

A.3. Si les effets de bords sont négligeables, les plans pM,~er, ~ezq et
pM,~er, ~eθq sont des plans de symétrie de la distribution de charge.
Donc ~EpMq “ Epr, θ, zq~er.
La distribution de charge est invariante par toute translation d’axe
pOzq et par toutes rotations d’axe pOzq, donc ~EpMq “ Eprq~er.
Soit Σ le cylindre de génératrices parallèles à pOzq, de rayon r

représenté ci-contre. Le théorème de Gauss s’écrit
£

Σ

~E.d~S “
Q

ε0
.

Or
£

Σ

~E.d~S “ 2πr`Eprq.

Le champ électrique à l’intérieur du condensateur est

~EpMq “
Q

2πr`ε0
~er
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L’énergie électromagnétique dans le condensateur est alors W “

ż r2

r1

ε0

2

ˆ

Q

2πr`ε0

˙2
2`πrdr

D’où W “
Q2

4π`ε0
ln r2

r1
. Or W “

Q2

2C
.

D’après les deux expressions de W : C “
2π`ε0

ln r2
r1



Le résultat est bien de la forme : C “
α

ln r2
r1

avec α “ 2π`ε0

A.4. Cpzq est la capacité d’un condensateur plan formé de deux armatures d’aire S “ πr2 distantes de z. Donc

d’après A.2 : Cpzq “
πr2ε0

z

Cepzq est la capacité d’un condensateur cylindrique formé de deux armatures de rayon r et r ` e et de

longueur `. Donc d’après A.3 : Ce “
2π`ε0

ln r`e
r

A.5. La capacité équivalente à l’association représentée ci-contre est :

CAB “ Ce `
CpzqCppzq

Cpzq ` Cppzq

A

Ce

B

Cppzq

Cpzq

A.6. Relier électriquement l’armature
extérieure de la sonde de mesure
à la surface métallique permet de
s’affranchir de la capacité para-
site Cp.

A

Ce

B

Cppzq

Cpzq

A

Ce

B

Cpzq

A.7. D’après A.5 et dans la limite Cp Ñ 8 : CABpzq “
πr2ε0

z
`

2π`ε0

ln r`e
r

Au premier ordre en e

r
: CABpzq »

πr2ε0

z
` 2π`ε0

r

e

CABpzq » πε0r

ˆ

r

z
`

2`

e

˙

A.8. Avec z “ z0 ` ∆z, CAB » πε0r

ˆ

r

z0 ` ∆z
`

2`

e

˙

Donc au premier ordre en ∆z

z0
: CAB » πε0r

ˆ

r

z0

ˆ

1 ´
∆z

z0

˙

`
2`

e

˙

Donc CAB » πε0r

ˆ

r

z0
`

2`

e

˙

˜

1 ´

r
z0

r
z0

` 2`
e

∆z

z0

¸

Donc CAB » πε0r

ˆ

r

z0
`

2`

e

˙ ˆ

1 ´
re

re ` 2`z0

∆z

z0

˙

On pose

$

’

&

’

%

C0 “ πε0r

ˆ

r

z0
`

2`

e

˙

k “ ´
re

re ` 2`z0

alors CAB “ C0

ˆ

1 ` k
∆z

z0

˙

Soit C0 “ 7 pF et k “ ´0,2



B Conditionnement du capteur
B.1. Mise en équation :

$

&

%

V´ “ V 1 AO idéal en régime linéaire

V´ “ V 2
R1

R1 ` R2
pont diviseur de tension

Donc : V 1 “ V 2
R1

R1 ` R2
.

La fonction de transfert du montage amplificateur est :

H1piωq “ 1 `
R2

R1

´

`

R2

R1

V1
V2

Le montage a une structure de pont diviseur de ten-
sion :

V 4 “ V 3

R
1`RCjω

R ` 1
CABjω ` R

1`RCjω

Donc :

V 4
V 3

“
RCABjω

RCABjωp1 ` RCjωq ` 1 ` RCjω ` RCABjω

C R
CAB

R

v4v3

La fonction de transfert du filtre de Wien est : H2pjωq “
RCABjω

1 ` RpC ` 2CABqjω ` R2CCABpjωq2

Le montage est un filtre passe bande du second ordre.

B.2. La fonction de transfert est : Hpjωq “ H1pjωqH2pjωq

Donc : Hpjωq “

ˆ

1 `
R2

R1

˙

RCABjω

1 ` RpC ` 2CABqjω ` R2CCABpjωq2

La tension V s vérifie alors :

“

1 ` RpC ` 2CABqjω ` R2CCABpjωq2‰

V s “

ˆ

1 `
R2

R1

˙

RCABjωV s

„

1 ` R

ˆ

C `

ˆ

1 ´
R2

R1

˙

CAB

˙

jω ` R2CCABpjωq2


V s “ 0

L’équation différentielle vérifiée par vsptq est alors :

R2CCAB
d2vs

dt2 ` R

ˆ

C `

ˆ

1 ´
R2

R1

˙

CAB

˙

dvs

dt
` vsptq “ 0

Le système se comporte comme un oscillateur harmonique si : C `

ˆ

1 ´
R2

R1

˙

CAB “ 0

Donc, la condition d’oscillation sinusoïdale est R2 “ R1

ˆ

1 `
C

CAB

˙

vsptq vérifie alors : R2CCAB
d2vs

dt2 ` vsptq “ 0

La pulsation des oscillations est ω0 “
1

R
?

CCAB

B.3. R2 “ 2R1 donc R2 “ 200 kΩ et ω0 “
1

RC
donc ω0 “ 1,4 ˆ 106 rad s´1

B.4. D’après A.8 : CAB “ C0

ˆ

1 ` k
∆z

z0

˙

et R2 “ 2R1.

L’équation différentielle vérifiée par vsptq est donc :

pRC0q2
ˆ

1 ` k
∆z

z0

˙2 d2vs

dt2 ` RC0

„

1 ´

ˆ

1 ` k
∆z

z0

˙

dvs

dt
` vsptq “ 0



Donc, au premier ordre en ∆z

z0
:

pRC0q2
ˆ

1 ` 2k
∆z

z0

˙

d2vs

dt2 ` RC0k
∆z

z0

dvs

dt
` vsptq “ 0

∆z ą 0 ∆z ă 0
k∆z ă 0 k∆z ą 0

Oscillations amorties Oscillations amplifiées
jusqu’à saturation de l’AO

O
x

y

O
x

y

B.5. Avec une valeur adaptée de R2, vsptq vérifie : 1
ω2

0

ˆ

1 ` 2k
∆z

z0

˙

d2vs

dt2 ` vsptq “ 0

La pulsations des oscillations est alors : ωosc “ ω0

ˆ

1 ´ k
∆z

z0

˙

C Conditionnement du signal

C.1. Le montage présente un pont diviseur de tension en e` : e` “ V 2
1

1 ` R3C3jω
.

La loi des nœuds en terme de potentiel en e´ est : v2 ´ e´

R3
`

v5 ´ e´

R3
“ 0

Donc e´ “
1
2 pv2 ` v5q

L’AO est idéal et fonctionne en régime linéaire : e` “ e´. Donc V 2
1

1 ` R3C3jω
“

1
2 pV 2 ` V 5q

La transmittance du circuit est alors : T 5 “
1 ´ R3C3jω

1 ` R3C3jω

Comme |T 5| “ 1, V5 “ V2 .
Le déphasage ϕ entre v5 et v2 est donné par ϕ “ argpT 5q

Donc ϕ “ 2 argp1 ´ R3C3jωq : ϕ “ ´2 arctanpR3C3ωq

Le montage étudié est un passe-tout déphaseur.

C.2. Le bloc B est un multiplieur.

Avec

$

’

’

&

’

’

%

v2ptq “ V0 sinpωtq

v5ptq “ V0 sinpωt ` ϕq

v6ptq “
v2ptqv5ptq

E

, d’où v6ptq “
V 2

0
2E

pcos ϕ ´ cosp2ωt ` ϕqq

C.3. Le montage est un diviseur de tension : T SC “
1

1 ` R4C4jω



L’étage C est un filtre passe-bas du premier ordre, de pulsation de coupure ωc “
1

R4C4

Si ω ! ωc, la partie sinusoïdale de v6ptq est coupée par la filtre C, tandis que la partie continue est
transmise sans atténuation.

Si ω ! ωc, vsc “
V 2

0
2E

cos ϕ

C.4. vsc “
V 2

0
2E

cos ϕ, donc vsc “
V 2

0
2E

1 ´ tan2 ϕ
2

1 ` tan2 ϕ
2

.

D’après C.1 tan ϕ

2 “ ´R3C3ω, donc : Vsc “
V 2

0
2E

1 ´ pR3C3ωq2

1 ` pR3C3ωq2 .

ω est la pulsation de la tension v2ptq déterminée en B.5 : ω “ ωosc “ ω0

ˆ

1 ´ k
∆z

z0

˙

Donc Vsc “
V 2

0
2E

1 ´

”

R3C3ω0

´

1 ´ k ∆z
z0

¯ı2

1 `

”

R3C3ω0

´

1 ´ k ∆z
z0

¯ı2

Pour que Vsc soit proportionnelle à ∆z, il faut choisir R3C3ω0 “ 1. Alors :

Vsc “
V 2

0
2E

1 ´

´

1 ´ k ∆z
z0

¯2

1 `

´

1 ´ k ∆z
z0

¯2

Au premier ordre en ∆z

z0
: Vsc “ ´

V 2
0

2E
k

∆z

z0

C.5. La sensibilité de ce capteur est : S “
Vsc

∆z
.

Donc S “ ´
kV 2

0
2Ez0

Soit S “ 2,5 V mm´1

C.6. Les inconvénients de ce capteur :
— Ce capteur capacitif ne fonctionne qu’avec des surfaces métalliques planes ;

Les avantages de ce capteur :
— Le conditionnement du signal est assez simple ;
— la mesure est indépendante de la nature de la surface (à condition qu’elle soit métallique…) ;
— Les mesures électriques sont moins sensibles aux perturbations extérieurs que les mesures magné-

tiques.



Deuxième partie
Capteur de proximité à reluctance variable

D Étude du capteur inductif
D.1. On considère un contour Γ. On note Ie l’intensité enlacée par le contour Γ. Le théorème d’Ampère s’écrit :

¿

Γ

~H.d~̀ “ Ie .

D.2. L’intensité enlacée par Γ est Ie “ NI et la circulation de ~H est
¿

Γ

~H.d~̀ “ 2xH0 ` `1H1 ` `2H2, donc :

2xH0 ` `1H1 ` `2H2 “ NI

D.3. Le champ magnétique est à flux conservatif, Φ est donc identique à travers toutes les sections d’un tube

de champ :

$

&

%

Φ “ a2B0
Φ “ a2B1
Φ “ aeB2

D.4. Les excitations magnétiques sont liées aux champs magnétiques par :

$

&

%

B0 “ µ0H0
B1 “ µ1H1
B2 “ µ2H2

D’après le résultat de D :2 :

2x

µ0
B0 `

`1

µ1
B1 `

`2

µ2
B2 “ NI

En utilisant le résultat de D.3 : I “
B1

N

ˆ

2x

µ0
`

`1

µ1
`

a`2

eµ2

˙

D.5. Un matériau ferromagnétique peut présenter une aimantation permanente à basse température.
Un matériau ferromagnétique est caractériser par son cycle d’hystérésis.
Le fer, le cobalt et le nickel sont ferromagnétiques.
Un matériau doux a un cycle d’hystérésis d’aire faible : les pertes d’énergie sont donc faibles.
Le feuilletage permet de réduire les courants de Foucault dans le matériau. Les pertes d’énergie par effet
Joule sont alors faibles dans un tel matériau.
Un matériau ferromagnétique doux feuilleté permet de réduire les pertes énergétiques.

D.6. La bobine comporte N spires, donc : Φ0 “ NΦ. D’après D.3, Φ0 “ Na2B1.

Or, Φ0 “ LI. Donc : L “
Na2B1

I

D’après D.4 : Lpxq “
N2a2

2x
µ0

` `1
µ1

` a`2
eµ2

D.7. Avec x “ x0 ` ∆x, Lpxq “
N2a2

2x0
µ0

` 2∆x
µ0

` `1
µ1

` a`2
eµ2

Donc, Lpxq “
N2a2

´

2x0
µ0

` `1
µ1

` a`2
eµ2

¯

ˆ

1 ` ∆x
2

µ0
2x0
µ0

`
`1
µ1

`
a`2
eµ2

˙

Lpxq “ L0
1

1 ` A∆x
avec

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

L0 “
N2a2

2x0
µ0

` `1
µ1

` a`2
eµ2

A “
Ψ

2x0
µ0

` `1
µ1

` a`2
eµ2

Ψ “
2
µ0

D.8. La reluctance est R “
NI

Φ avec, d’après D.6 Φ “
LI

N
. Donc R “

N2

Lpxq
.



En utilisant le résultat de D.6 : R “
1
a2

ˆ

2x

µ0
`

`1

µ1
`

a`2

eµ2

˙

On peut construire une analogie formelle entre la réluctance et la résistance électrique :

R “
NI

Φ ú Re “
U

I
réluctance R ú Re résistance
intensité NI ú U tension

flux magnétique Φ ú I intensité

La réluctance R “
1
a2

ˆ

2x

µ0
`

`1

µ1
`

a`2

eµ2

˙

est celle de l’association en série de trois éléments de réluctances

respectives R1 “
2x

a2µ0
, R2 “

`1

a2µ1
,R3 “

`2

eaµ2
. La réluctance de chaque élément est proportionnelle à sa

longueur et est inversement proportionnelle à sa section :

R “
`

Sµ
ú Re “

`

Sσ
réluctance R ú Re résistance

longueur ` ú ` longueur
section S ú S section

perméabilité µ ú σ conductivité

Le réluctance du circuit magnétique étudié dépend de la distance x entre le capteur et le ruban, ce que justifie
le nom donné au capteur étudié.

E Conditionnement du capteur

E.1. L’impédance du condensateur de capacité C est : ZC “
1

CjωG
.

L’impédance de la bobine est : ZL0
“ L0jωG et ZLpxq “

L0

1 ` A∆x
jωG

L’écart entre ces deux impédances est alors : ∆Z “ ´
A∆x

1 ` A∆x
L0jωG

E.2. Le montage est constitué de deux ponts diviseur de
tension :

$

’

’

&

’

’

%

V Aptq “
ZL0

R ` ZL0

vGptq

V Bptq “
R

R ` ZC0

vGptq

La tension mesurée umesptq “ V Aptq´V Bptq est alors :

umesptq “

ˆ

ZL0

R ` ZL0

´
R

R ` ZC0

˙

vGptq

Lpxq

A

R

R

B

C

vGptq
umesptq

Donc,

umesptq “
ZL0

ZC0
´ R2

`

R ` ZL0

˘ `

R ` ZC0

˘vGptq

La tension mesurée est toujours nulle si : ZL0
ZC0

“ R2

La condition précédente s’écrit : L0

C0
“ R2. Donc C0 “

L0

R2

Soit C0 “ 0,3 nF

E.3. En remplaçant L0 par Lpxq dans le résultat de E.2 : umesptq “
ZLpxqZC0

´ R2
´

R ` ZLpxq

¯

`

R ` ZC0

˘

vGptq



En utilisant le résultat de E.1 et E.2 : ZLpxq “
ZL0

1 ` A∆x
et ZC0

“
R2

ZL0

Donc :

umesptq “

1
1`A∆x ´ 1

1 ` 1
1`A∆x ` 1

R

´

Z
L0

1`A∆x ` R2

Z
L0

¯vGptq

Et :
umesptq “

´A∆x

2 ` A∆x ` 1
R

´

ZL0
` R2

Z
L0

p1 ` A∆xq

¯vGptq

Soit : umesptq “
´A∆x

2 ` A∆x ` j L0ωG

R ´ j R
L0ωG

p1 ` A∆xq
vGptq

E.4. Avec L0ωG ! R, l’expression suivante se simplifie :

umesptq “ ´j
L0ωG

R

A∆x

p1 ` A∆xq
vGptq

L’amplitude de umesptq est alors : Umes “
L0ωG

R

A∆x

p1 ` A∆xq
VG

Le déphasage entre umesptq et vGptq est ´
π

2 .

E.5. Au premier ordre en A∆x :

umes,linptq “ ´j
L0ωG

R
A∆x vGptq

Donc umes,linptq “
L0ωG

R
A∆xVG sinpωGtq

L’erreur relative est alors :

ε “
A∆x ´ A∆x

1`A∆x
A∆x

1`A∆x

Ce qui se simplifie en : ε “ A∆x Soit ε “ 5, 0%

F Conditionnement du signal
F.1. La mise en équation du circuit ci-contre est la sui-

vante :
$

’

&

’

%

V` “ V´ A.O. idéal en régime linéaire
V` “ 0
vBptq ´ V´

R1
`

Eptq ´ V´

R1
“ 0 loi des nœuds en V´

Donc : Eptq “ ´vBptq

L’A.O. est un inverseur.

´

`

R1

R1

R1

R

C0

Eptq
vBptqvGptq

Si R1 " R, le filtre RC0 a une structure de pont diviseur de tension : vBptq “
RC0jωG

1 ` RC0jωG
vGptq

Or, d’après E.2 : R2C0 “ L0, donc : vBptq “
L0jωG

R ` L0jωG
vGptq

Dans la limite L0ωG ! R : vBptq “
L0

R
jωGvGptq

Donc : Eptq “ ´
L0

R
jωGvGptq

En notation réelle : Eptq “
L0

R
ωGVG sinpωGtq



F.2. Le multiplieur et le sommateur donnent les relations suivantes :
$

&

%

vptq “
vsptqumesptq

Eptq

vsptq “ vptq ` umesptq

En éliminant vptq : vsptq “
umesptqEptq

Eptq ´ umesptq

Or, d’après F.1 : Eptq “
L0

R
ωGVG sinpωGtq et d’après E.4 : umesptq “

L0ωG

R

A∆x

p1 ` A∆xq
VG sinpωGtq

Donc . vsptq “
L0ωG

R
VG

A∆x
p1`A∆xq

1 ´ A∆x
p1`A∆xq

sinpωGtq

Donc : vsptq “
L0ωG

R
VGA∆x sinpωGtq

La tension vsptq a une amplitude qui dépend linéairement de ∆x.

vsptq “ umes,linptq

F.3. La sensibilité S du capteur peut être définie par : S “
Vs

∆x
où Vs est l’amplitude de vsptq.

S “
L0ωG

R
AVG

Soit C0 “ 0,4 V m´1

F.4. Les avantages de ce capteur :
— Après conditionnement, la signal électrique est proportionnel à la distance ∆x : ce qui permet une

mesure de distance ou la réalisation d’un asservissement de position.
Les défauts de ce capteur :

— La valeur de S dépend des caractéristiques magnétiques du ruban. Le dispositif ne fonctionne qu’avec
un type de ruban donné.

— Le conditionnement du signal n’est pas simple.
— Comme tout système magnétique, ce dispositif est sensible aux perturbations extérieurs : il faudra

éviter les sources de champ magnétique au voisinage du dispositif.
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