
Quelques aspe
ts de la physique du 
asque TopOwl

Épreuve de Physique � �lière PSI

Con
ours 
ommun Centrale�Supéle
, session 2014

I. A�
hage par tubes 
athodiques

I.A. Canon à éle
trons

I.A.1) La 
onservation de l'énergie mé
anique E =
1

2
mv2(x) − eV (x) entre la 
athode (v = 0, V = 0) et

l'anode (v = v0, V = V0 impose v0 =

√

2e

m
V0 .

I.A.2) On trouve v0 = 2, 65 · 107 m · s−1
; on remarque qu'un traitement non relativiste est très dis
utable.

I.B. Dispositif de déviation du fais
eau

I.B.1) On néglige le poids don
 la seule for
e exer
ée sur l'éle
tron est la for
e de Lorentz q~v ∧ ~B ; dans


e référentiel galiléen, le prin
ipe fondamental de la dynamique 
lassique impose m~a = q~v ∧ ~B soit après

proje
tions mv̇x = eByvz, mv̇y = −eBxzz et mv̇z = −e(Byvx −Bxvy) .

I.B.2) Le mouvement 
onserve l'énergie 
inétique 
ar la for
e de Lorentz ne travaille pas ; on a don
 v0 =
√

v2x + v2y + v2z don
, tant que vx et vy restent négligeables, vz = v0 .

On en déduit v̇x = ẍ =
eBy

m
v0 et v̇y = ÿ = −eBx

m
v0 qu'on doit intégrer entre t = 0 (ave
 vx = vy = 0 et x =

y = 0) et l'instant t =
ℓ

v0
de sortie de la zone d'a
tion du 
hamp. Il vient alors vxf =

eBy

m
ℓ et vyf = −eBx

m
ℓ

d'une part, et ∆xmag =
1

2

eBy

m

ℓ2

v0
et ∆ymag = −1

2

eBx

m

ℓ2

v0
d'autre part.

I.B.3) Représentons la traje
toire projetée dans le plan (Oxz) :

z

x

ℓ

d

θ

Le dépla
ement verti
al pendant le vol en ligne droite est ∆xvol = d tan θ où tan θ =
vxf
v0

don
 le dépla
ement

total est ∆xvol +∆xmag soit ∆x =
eByℓ

mv0

[

d =
ℓ

2

]

et bien sûr de même ∆y = −eBbℓ

mv0

[

d =
ℓ

2

]

. Les 
ondi-

tions |∆x| < ∆xmax et |∆y| < ∆ymax imposent don
 |Bx| < Bmax et |By| < Bmax où Bmax = 6, 0 · 10−3 T .
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I.B.4)

a . À partir de v̇x =
eBy

m
ż et à partir de vx = 0 et z = 0 en t = 0, l'intégration fournit vxf =

eByℓ

m
. De

même, on obtient vyf = −eBxℓ

m
.

b. Par dérivation, v̈z = − e

m
(Byv̇x −Bxv̇y) don
 en remplaçant v̇x et v̇y par leurs expressions il vient

v̈z − ω2
cvz où on a posé ωc =

e

m

√

B2
x +B2

y . La solution générale de 
ette équation est vz =

A cos(ωct) + B sin(ωct). Compte tenu des 
onditions initiales vz(0) = v0 et v̇z(0) = 0 
ar à 
et

instant vx = vy = 0, il vient vz = v0 cos(ωct) .


. On intègre en
ore ż = v0 cos(ωct) ave
 z(0) = 0 pour trouver z(t) =
v0
ωc

sin(ωct) ; le temps de vol est

l'instant ∆t tel que z = ℓ don
 sin(ωct) =
ℓω

v0
.

d . La vitesse de sortie est alors vzf = v0

√

1− sin2(ωc∆t) soit vzf = v0

√

1− ℓ2ω2

v20
; numériquement,

vzf

v0
= 0, 96 et l'approximation utilisée 
i-dessus est raisonnable à 4% près.

II. A�
hage par LCD

II.A. Expérien
e préliminaire

II.A.1) On utilisera un polariseur en tant qu'analyseur de polarisation re
tiligne : en tournant 
e polariseur

dans le plan perpendi
ulaire à la dire
tion de propagation de l'onde observée, la dire
tion d'analyse sera


olinéaire à la dire
tion de polarisation lorsque l'é
lairement transmis est maximal, et perpendi
ulaire à la

dire
tion de polarisation lorsque l'é
lairement transmis est minimal.

II.A.2) Les lois de Snell-Des
artes imposent i
i n =
sin(A+D)

sin(A)
.

A

D

On obtient alors n‖ = 1, 60 et n⊥ = 1, 42 .

II.B. Cellule d'a�
hage à nématique torsadé

II.B.1)

a . L'appli
ation de la tension V impose un 
hamp éle
trostatique intense le long de l'axe (Oz). Les
dip�les molé
ulaires s'alignent alors le long de (Oz) sous la l'a
tion d'un 
ouple de moment

~Γ = ~p∧ ~E.

b. La polarisation du 
hamp éle
trique de l'onde in
idente est perpendi
ulaire à (Oz) 
ar l'onde est trans-

verse ; elle est don
 aussi perpendi
ulaire au ve
teur ~n don
 
'est l'indi
e n⊥ qui est perçu. On a alors

~Es(z = d, t) = E′
0 exp

[

ω

(

t− n⊥
d

c

)]

~n0 à la sortie, ave
 E′
0 = E0 si on néglige tout phénomène

d'absorption ou de ré�exion à l'entrée de la 
ellule. Cette onde est polarisée perpendi
ulairement à

l'analyseur pla
é en sortie et le pixel est éteint.
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II.B.2)

a . φ(z) varie linéairement de 2π sur une distan
e p et de

π

2
sur une distan
e d à partir de φ(0) = 0, dans

le sens négatif, don
 φ(z) = −2πz

p
= −πz

2d
et

dφ

dz
= −2π

p
= − π

2d
.

b. La 
omposante polarisée parallèlement à ~n‖ se propage ave
 l'indi
e n‖ don
 ave
 le ve
teur d'onde

~k‖ = n‖k0~ez. Cette propagation se traduit par une variation de la phase proportionnelle à e−k0n‖z

don


E(z + dz)

E(z)
= e−k0n‖dz

, 
e qui établit le résultat demandé pour la 
omposante proportionnelle

à a(z) ; on fait le même raisonnement ave
 l'autre 
omposante et l'indi
e n⊥ pour obtenir le résultat

demandé.


.

~Es(z, t) n'est autre que

~Ee(z + dz, t), mais on l'é
rit en proje
tion sur une autre base. À partir du

s
héma 
i-dessus, ~n(z) = ~n(z + dz) cos(dφ)− ~n⊥(z + dz) sin(dφ) ou, en se limitant au premier ordre,

~n(z) = ~n(z + dz)− dφ~n⊥(z + dz) et, de même, ~n⊥(z) = ~n⊥(z + dz) + dφ~n(z + dz).

~n(z)

~n⊥(z)

~n(z + dz)

~n⊥(z + dz)

dφ

dφ

On peut don
 re
opier (sauf les termes en eωt, qui sont en fa
teur partout) le 
hamp en z + dz

~Ee(z + dz) = a(z)e−k0n‖dz

[

~n(z + dz)− dφ

dz
~n⊥(z + dz)dz

]

+ b(z)e−k0n⊥dz

[

~n⊥(z + dz) +
dφ

dz
~n(z + dz)dz

]

don


~Ee(z + dz) = a(z + dz)~n(z) + b(z + dz)~n⊥(z + dz) où a(z + dz) = a(z)e−k0n‖z + b(z)dφe−k0n⊥dz
et

b(z + dz) = b(z)e−k0n⊥z − a(z)dφe−k0n‖dz
.

d . É
rivant e−k0ndz = 1−k0ndz ave
 n = n‖ ou n = n⊥ et en négligeant tous les termes du se
ond ordre,

on obtient a(z+dz) = a(z)− a(z)k0n‖dz+ b(z)
dφ

dz
dz et b(z+dz) = b(z)− b(z)k0n⊥dz− b(z)

dφ

dz
dz

d'où, en divisant par dz en en remplaçant

dφ

dz
par son expression,

da

dz
= −k0n‖a(z)−

π

2d
b(z) et

db

dz
= −k0n⊥b(z) +

π

2d
a(z) .

e . Ave
 des solutions de la forme proposée, on peut re
opier 
e système d'équations di�érentielles sous la

forme du système linéaire







a0(α+ k0n‖) + b0
π

2d
= 0

−a0
π

2d
+ b0(α+ k0n⊥) = 0

, après simpli�
ation par eαz . La solution

de 
e système est identiquement nulle sauf s'il est dégénéré, d'où la 
ondition né
essaire 0 = (α +

k0n‖)(α + k0n⊥) +
( π

2d

)2
qu'on re
opie α2 + k0(n⊥ + n‖)α+

( π

2d

)2
− k20n‖n⊥ = 0 .

f . Le dis
riminant de 
e trin�me est ∆ = −k20(n‖ − n⊥)
2 − π2

d2
< 0 d'où les solutions générales de

l'équation, α± = − 

2

[

k0(n‖ + n⊥)±
√

k20∆n2 +
π2

d2

]

. La 
ondition proposée permet de négliger, dans

les équations 
i-dessous, le terme en π/d 
ar d∆n ≫ λ0

2
s'é
rit aussi k0∆n ≫ π

d
. On a alors plut�t

intérêt à re
opier dire
tement les équations di�érentielles

da

dz
= −k0n‖a(z) et

db

dz
= −k0n⊥b(z) pour

trouver a(z) = Aeα1z
ave
 α1 = −k0n‖ et b(z) = Beα2z

ave
 α2 = −k0n⊥ .

g . L'expression demandée se déduit immédiatement de 
e qui pré
ède.

3



h . En z = 0, il vient A~n(0)+B~n⊥(0) = E0~n(0) ; 
es deux ve
teurs forment une famille libre don
 A = E0

et B = 0 d'où �nalement

~E(z, t) =0 e
(ωt−k0n‖z)~n(z) : le 
hamp éle
trique tourne en même temps que

les molé
ules du 
ristal liquide, en restant alignées ave
 
elles-
i. En z = d, ~n(d) et ~E sont parallèles

à l'analyseur de sortie et le pixel est don
 allumé.

i . Il faut imposer d ≫ λ0

2∆n
= 1, 5 µm soit une longueur au moins égale à 150 µm = 0, 15 mm .

II.B.3)

a . b(0) = 0 don
 b2 = −b1 ; on a don
 b(z) = b1

[

e−(w+−w−)z − e−(w+ + w−)z
]

ave
 w+ =
k0
2
(n‖+n⊥)

et w− =
1

2

√

k20∆n2 +
π2

d2
, qu'on é
rit aussi w− =

π

d

√

1 + u2 en posant u =
k0d∆n

π

omme l'énon
é

le propose. On peut en
ore regrouper 
es termes selon b(z) = b1e
−w+z · 2 sin(w−z) qui s'é
rit bien

b(z) = 2b1e
−k0

n‖+n⊥

2
z sin

(πz

2d

√

1 + u2
)

.

b. Les intensités sont proportionnelles au module 
arré du 
hamp éle
trique, don
 à |a(0)|2 à l'entrée dans
la 
ellule et |b(d)|2 en sortie, après proje
tion sur la dire
tion d'analyse qui est, dans 
e 
as, ~n⊥(d).

Il reste don
 T =
|b(d)|2
|a(0)|2 ; 
omme a(0) = −2b1

√

1 + u2 on obtient la formule de Goo
h-Tarry,

T =
sin2 π

2

√
1 + u2

1 + u2
.


. Pour obtenir l'allumage du pixel, on impose la tension éle
trique V , les molé
ules s'alignent, le dispo-

sitif ne modi�e plus l'état de polarisation ; 
omme les polariseurs d'entrée et de sortie sont 
olinéaires,

il y a bien transfert de l'onde et le pixel est allumé. Si on supprime 
ette tension, les molé
ules re-

prennent leur 
onformation héli
oïdale et, si on 
hoisit de se pla
er sur une des annulations de T , le
pixel est éteint. On veut d minimal sont on 
hoisir la plus faible valeur de u qui réalise 
ette 
ondition,

u =
√
3 don
 aussi d =

√
3λ0

2∆n
= 2, 6 µm . C'est une valeur beau
oup plus favorable que la situation

pré
édente, dans l'approximation de Mauguin qui 
orrespond à u ≫ 1.

d . On ré
upère l'autre 
omposante du 
hamp éle
trique de sortie. Le milieu n'étant pas absorbant, on a

dans 
e 
as T ′ = 1− T

III. Déte
tion éle
tromagnétique de posture

III.A. Paire de bobines parallèles

III.A.1) On remarque d'abord (voir sur le s
héma 
i-dessous) que tout plan 
ontenant l'axe (OMz) de la

bobine est un plan de symétrie négative (antisymétrie) des 
ourants, don


~B(M) est 
ontenu dans 
ha
un

de 
es plans,

~B(M) = B(M)~uz.

z
b b

O M

b
P

a

i

La relation de Biot et Savart

~B(M) =
µ0i

4π

∮

adθ~uθ ∧ [z~ez − a~er]

(z2 + a2)3/2
s'é
rit, après proje
tion sur ~ez, B(M) =

µ0ia
2

4π(z2 + a2)3/2

∫ 2πN

0
dθ don


~B =
µ0Nia2

(a2 + z2)3/2
~uz .
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III.A.2)

a . On additionne deux 
hamps magnétostatiques � dé
alés � 
omme le sont les 
entres des bobines,

~B =
µ0Nia2

2
~ez [fd(z) + f−d(z)] où on a posé fu(z) =

[

a2 + (z − u)2
]
3

2
.

b. Faisant le développement à l'ordre 2 en u/z et a/z, fu(z) =
1

z3

[

1− 3

2

u2 + a2 + 2uz

z2
+

15

8

(

2u

z

)2
]

.

En sommant les deux termes ave
 u = ±d, seules subsistent les termes pairs en d et il vient fd(z) +

f−d(z) =
1

z3

[

2− 3
(a

z

)2
+ 12

(

d

z

)2
]

d'où l'expression demandée pour le 
hamp magnétique 
réé sur

l'axe des deux bobines,

~B =
µ0Nia2

2z3

[

2− 3
(a

z

)2
+ 12

(

d

z

)2
]

~uz .

III.A.3) On se trouve sur l'axe en un point tel que θ = 0 et on s'attend don
 à trouver un terme en 1/z3 ;
il faut don
 annuler les termes en 1/z5 et le 
hamp sera dipolaire à des termes en 1/z7 près (au moins sur


et axe. . .). La 
ondition 12d2 = 3a2 impose don
 a = 2d et, par identi�
ation à la formule de l'énon
é,

~m = 2πNia2~uz , normal pour 2 bobines de N spires et de surfa
e πa2 par
ourues par le 
ourant i !

III.B. Déte
tion de posture : prin
ipe de fon
tionnement

III.B.1) Il faut 
omparer c à L/T où L ∼ 1 m (
'est dans la 
abine d'un avion de 
hasse semble-t-il) et

T =
1

f
= 2 · 10−5 s ; on véri�e bien que c ≫ L

T
∼ 5 · 104 m · s−1

; il n'est pas utile de tenir 
ompte de la

propagation et on peut se pla
er dans le 
adre de l'ARQS, 
'est-à-dire des lois de l'indu
tion. La formule

utilisée, de nature magnétostatique pour l'expression de

~B, est don
 li
ite.

III.B.2)

a . Au point O′
on applique la formule proposée ave
 θ =

π

2
et ~uθ = −~ux don
 le 
hamp magnétique

ressenti au 
entre du ré
epteur est

~B(O′, t) = − µ0m

4πD3
~ux don


~B(O′, t) = −µ0a
2NI cos(ω0t)

2D3
~ux .

b. ex(t) = −dΦ

dt
où le �ux de

~B(O′, t) à travers la paire de bobines est Φ = 2Nπa2 ~B(O′, t) cot ~ux ; il

vient don
 ex(t) = −µ0N
2πa4Iω0

2D3
sin(ω0t) . Par 
ontre, les deux autres paires de bobines ont leur

surfa
e perpendi
ulaire à

~B don
 ey(t) = ez(t) = 0 .


. Dans une rotation d'angle θx autour de ~ux, le ve
teur unitaire ~u
′
x des bobines d'axe (Ox) est in
hangé,

tandis que les deux autres bobines restent perpendi
ulaires au 
hamp magnétique : rien de 
hange

et 
ette mesure ne permet don
 pas de déte
ter l'angle θx.

d . Les nouveaux ve
teurs dire
teurs des axes des bobines du ré
epteur sont représentés 
i-dessous. Le


hamp magnétique 
réé par l'émetteur est toujours dirigé selon −~ux mais les 
omposantes selon ~u′x,
~u′y et ~u′z sont modi�ées, B′

x = Bx cos θy, B
′
y = 0 est en fait in
hangée et B′

z = B′
x sin θy.

z

x

z′x′

θy

θy

La même modi�
ation a�e
te les �ux, don
 les for
es éle
tromotri
es induites et e′x(t) = ex(t) cos θy ,

e′y(t) = 0 et e′z(t) = ex(t) sin θy .

e . Le raisonnement est exa
tement le même, il su�t de 
her
her les nouvelles proje
tions de

~B et on

trouve e′x(t) = ex(t) cos θz , e′y(t) = −ex(t) sin θz et e′z(t) = 0.
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f . En présen
e des trois rotations, la for
e éle
tromotri
e e′y(t) est a�e
tée par la rotation θz et elle-seule,

tandis que e′z(t) est a�e
tée par θy seule, don






e′x(t)
e′y(t)

e′z(t)



 =





0 . . . . . .
− sin θz . . . . . .
sin θy . . . . . .









ex(t)
0
0





où les

pointillés peuvent représenter n'importe quelle valeur.

III.B.3) On répète le pro
édé pour trouver





e′x(t)
e′y(t)

e′z(t)



 =





. . . sin θz . . .

. . . 0 . . .

. . . − sin θx . . .









0
ey(t)
0





.

III.B.4) On trouve de même





e′x(t)
e′y(t)

e′z(t)



 =





. . . . . . − sin θy

. . . . . . sin θx

. . . . . . 0









0
0

ez(t)





.

III.B.5) On regroupe 
es résultats,





e′x(t)
e′y(t)

e′z(t)



 =





0 sin θz − sin θy
− sin θz 0 sin θx
sin θy − sin θx 0









ex(t)
ey(t)
ez(t)





; le dispositif

permet don
 de mesurer les trois angles (ou en fait leur sinus ; il reste une indétermination qui 
orrespond

au passage du voisinage de 0 à 
elui de π, don
 à un retournement 
omplet qui ne serait pas déte
té i
i), 
e

qui est bien une déte
tion de la posture du 
asque. Il faut en�n 5 ms pour 
ha
une des trois mesures don


le temps de réponse est 3τ < 20 ms, 
orrespondant au 
ahier des 
harges (50 mesures par se
onde).

paul.roux�fauriel.org
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