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Composition de Physique – C – (U)

(Durée : 6 heures)

Particules chargées dans un champ magnétique :
Effets quantiques
Exercice préliminaire
Quantité de mouvement portée par le champ électromagnétique
Q1. – Enoncé du théorème d’Ampère classique (vois cours) et démonstration à partir du flux de l’équation de Maxwell Ampère en régime stationnaire sur une surface quelconque.
Q2. – Pour les courants, on repère que le plan passant par M et orthogonal à l’axe Oz est un plan de symétrie, donc le champ B en M est orthogonal à ce plan, donc porté par uz. Ce sont les courants i(t) qui sont aussi responsables d’un éventuel champ E(t) or la distribution de ces courants est antisymétrique par rapport à tout plan passant par l’axe Oz, le champ E étant perpendiculaire à chacun de ces plans est donc nul.
Q3. – A l’intérieur du solénoïde, B = µ0nIuz soit B = µ0nI et à l’extérieur B = 0. Le champ E est nul partout.
Q4. – En calculant le flux de l’équation de Maxwell Faraday le long d’un contour fermé dans un régime dépendant du temps (cf. Q1).

Q5. – En faisant varier le champ B(t))dans le solénoïde on fait apparaître un champ E qui peut mettre la charge en mouvement (loi de Maxwell Faraday).

Q6. – Le champ E est assuré par le terme dB/dt  porté par uz : par analogie entre les équations de Maxwell Faraday et d’Ampère : rot E = ( dB/dt et rot B = µ0j et donc analogie entre leurs propriétés de symétrie on en déduit que le champ E créé par la variation de champ B est porté par le vecteur u(. Le problème étant invariant en ( et z : E(M, t) = E(r,t)u( et l’équation (1) donne : 
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 puisque le champ B est nul pour r > R.
Q7. – La force associée à ce champ E est F(t) = qE(M,t) = ma(t) et si l’on intègre sur l’intervalle de temps de variation de B en supposant que l’inertie de la particule chargée a permis qu’elle reste immobile pendant ce temps, mv(t = () = (0((qE/m)dt pour un champ B(t) variant de B à 0, ce qui donne le résultat (2).
Q8. – Pour une particule à l’intérieur du solénoïde, l’intégrale de la question Q6 est à prendre de 0 à r seulement ce qui donne le résultat (3).

I – Interférences d’ondes de matière et effet d’Aharonov – Bohm

1 – Interférences d’ondes de matière avec des particules neutres

Q9. – Le calcul de (( (r,t)(² = ((r)² est immédiat.
Q10. – En reportant l’expression (5) dans l’équation (4), on obtient l’équation de Schrödinger stationnaire sur la fonction ((r) : 
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qui donne en prenant une solution en onde plane l’équation de dispersion   ( = ħk²/2m.

Q11. – La vitesse v de la particule est représentée par la vitesse de groupe de l’onde de matière soit v = d(/dk = ħk/m et k = mv/ħ (soit en introduisant la longueur d’onde (dB = 2(/k = h/mv).
Q12. – Il faudra que la largeur des fentes l » (dB puisque les angles de diffraction sont en (/l.
Q13. – On reporte l’expression (6) dans l’équation de Schrödinger stationnaire obtenue à la question Q10 en décomposant l’opérateur laplacien pour les trois variables base puis en recomposant les termes : 
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 soit l’équation (7) …
Q14. – Il suffit de porter l’expression (8) dans l’équation (7) et en négligeant le terme kx² vis-à-vis du terme 2kkx. Dans la suite on prend kz = 0 pour éliminer l’influence de z (invariance en z du plan des fentes)
Q15. – Le facteur de transmission est défini habituellement par la relation ((t, x=0+) = t((t, x=0-) et ici on avait pris avant les fentes une amplitude égale à 1 en Q10. Donc t est bien le facteur de transmission, d’autre part il ne dépend que de y pour respecter l’invariance du plan des fentes selon z.
Q16. – Par définition de t(y) : 
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ce qui donne des sinus cardinaux :
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Q17. – 
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  le comportement de cette intégrale est approché par son comportement au voisinage des bornes d'intégration mais aussi au voisinage du point où la phase (g(x) est stationnaire, (méthode de la phase stationnaire) c’est-à-dire pour les points xS tels que la dérivée de g(x) soit nulle, i.e. g’(xS) = 0. Ici la phase 
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est extremum pour ky = yk/L, alors la contribution principale de l'intégrale sera donnée uniquement par l'expression approchée de l'intégrale au voisinage de ce points, lorsque y ( (. L'erreur commise par cette méthode est de l'ordre de O(1/() dans la notation de Landau soit 
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(source Wikipedia) mais cette méthode d’approximation n’est pas prévue pour des bornes d’intégration infinies ???
Q18. – n(y,z) = (2(k/L) [c(ky/L)]² soit 
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où en utilisant la longueur d’onde : 
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d’où la courbe classique des interférences d’Young modulée par la courbe de diffraction.

Q19. – L’interfrange i = (dBL/d et le brouillage intervient pour yb = (dBL/l.

Q20. – (dB = h/mv = 2 10-9 m. (Ici comme dans la suite les calculs numériques utiliseront les valeurs arrondies des constantes fondamentales fournies au début de l’énoncé)
Q21. – icalculée ( 100 µm ce qui correspond à la figure expérimentale.

2 – Interférences d’ondes de matière avec des particules chargées : effet d’Aharonov-Bohm
Q22. – Le calcul du « chemin optique » classique est valable ici aussi dans la limite L » d  puisque les intégrales s’écrivent aussi : (((y) = (C1kdl ( (C2kdl = k( avec ( = dy/L d’où la formule (14).  (En fait dans cette partie on passe de la description ondulatoire des ondes de matière à l’approximation du scalaire de l’onde de matière pour des ondes quasi planes)
Q23. – (( = p 2( implique qu’entre les franges p et p + 1 il y a (y = i = 2(L/kd = (dBL/d. C’est l’expression déjà obtenue en Q19.
Q24. – Le solénoïde doit être petit car il ne doit pas empiéter sur les fentes R < d = 100 µm …

Q25. – Il n’y a pas de champ magnétique créé par le solénoïde à l’extérieur de lui-même donc dans sa position les trajectoires classiques de C1 et C2 ne sont pas modifiées.

Q26. – On calcule l’intégrale (C1 gem.dl  =  
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dans le système de coordonnées d’axe l’axe du solénoïde, et dans la trajectoire C1 l’angle ( varie de ( à 0 d’où une contribution : ( qBR²(/2. Dans le trajet C2 la contribution est inverse et la différence des deux donne pour ((AB l’expression (16).
Q27. – On doit observer un décalage des franges et la « frange centrale » n’est plus au centre : (((yc) + ((AB = 0 donne yc =
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Q28. – Les deux demi cercles de l’anneau correspondent à deux trajets de type « guide d’onde »  pour une onde de matière électronique incidente en 1 par exemple. Si les deux trajets sont identiques il y aura interférence constructive et l’onde de matière en 2 sera identique à l’onde incidente d’où à la sortie un courant de même intensité qu’à l’entrée, s’il y a un déséquilibre entre les deux « chemins optiques » il y aura interférence des ondes de matière avec un déphasage donc un courant d’intensité différente.

Q29. – En cas d’interférence non constructive, la densité d’électrons sera moins importante en sortie et si le courant associé paraît plus faible cela augmentera la résistance Z à tension u constante, la variation de B agissant sur la différence de phase entre les deux ondes fera osciller la valeur de Z périodiquement entre un maximum et un minimum. Comment régler ici la conservation  de la charge ?
Q30. – Une variation de phase d’Aharonov-Bohm de 2( correspond à une variation périodique de Z pour (B = h/(q(R²). 
Q31. – (B = h/(q(R²) et numériquement (B = 1.6 10-2 T. Sur le graphe on peut compter 22 périodes pour une étendue de 0.4 T soit (Bexp = 1.8 10-2 T ce qui est compatible. On peut repérer un phénomène de battement sur l’enregistrement.
Q32. – Par analyse dimensionnelle ou en identifiant l’énergie thermique kBT avec l’énergie cinétique p²/2me et une égalité d’Heisenberg (<p²> * lth = plth= ħ on obtient une longueur de cohérence thermique : 
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. A température ambiante lth(300K) = 1.4 nm et en cryogénie lth(1K) = 24 nm.
Q33. – En optique pour avoir interférence entre deux ondes, il faut que la différence de chemin optique ( soit inférieure à la longueur de cohérence. En transposant ici (si B ( 1 T) :
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, la longueur d’onde de de Broglie étant calculée sur la vitesse moyenne des électrons de conduction. On a donc intérêt à prendre de la marge et avoir une longueur de cohérence importante.
II – Effet Hall quantique
3 – Quantification du mouvement d’un électron dans un champ magnétique
Orbites cyclotron classiques

Q34. – Force de Lorentz : f = ( e v ( B.

Q35. – La trajectoire est une hélicoïde d’axe parallèle à Oz et de section circulaire. 

Q36. – Sur l’axe z on avait az = 0 soit z = vzt, le pas de l’hélice était constant, avec d’autres forces antagonistes on admet que z = 0 dans la suite, la trajectoire est plane :
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compte tenu des conditions initiales, puis x(t) = (vx/(c) sin((ct) c’est un cercle de rayon R = vx/(c = mvx/eB et parcouru à la pulsation cyclotron (c = eB/m donc de fréquence (c = eB/2(m.
Quantification du mouvement cyclotron

Q37. – On part de p = (mv – eBR/2)u( et (dB = h/p puis on applique la règle de quantification 
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et en développant on identifie 
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Q38. – Ec = ½ mv² = ½ mvx² = ½ m(R²e²B²/m²)= ½ (2(n + ()lB²)e²B²/m  = (n + ()ħ(c.

Q39. – (c = eB/2(m = 3.5 1010 Hz.

Q40. – On égale l’énergie thermique E = kBT et E = h( = ħ( pour obtenir T0 = ħ(c/kB = 2.5 K.
Q41. – Les électrons décrivent des orbites d’énergie E = (ħ(c, les sauts d’énergie pour atteindre le premier niveau excité n = 1 se feront par pas de ħ(c, donc par absorption de photons de longueur d’onde ( = (c.

Q42. – La longueur d’onde ( = 96 µm correspond à une fréquence (c = c/( = 3.1 1012 Hz (assez différent  de  8 (c(B = 1 T) = 2.8 1011 Hz)
Dans le second graphique, la courbe ħ(c/e (B) est bien linéaire en abscisse B et sa pente doit être ħ/me  ( 10-1  meV.T-1 à comparer à une valeur de 1.7 environ qu’on peut estimer sur le graphique. Dans les deux cas il manque un facteur correctif de l’ordre de 10.

Q43. – Si on introduit m* = 10 me, on rétablit un accord numérique pour les deux résultats expérimentaux.
Orbites cyclotron relativistes dans le graphène

Q44. – Le graphène est un matériau bidimensionnel cristallin, de structure hexagonal plan. On peut isoler une feuille de graphite par clivage ? le graphite étant lui – même composé de feuillets plans.

Q45. –  ( = kc.
Q46. – E = ħ( et p = ħk, on en déduit E = pc. (Pourrait être déduit de l’énergie relativiste d’une particule de masse nulle)
Q47. – On prendra ici E = p
[image: image19.wmf]c


Q48. – On peut réécrire p = E/
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= (E/
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²) 
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= (E/
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²) v à la rigueur.
Q49. – On écrit dp²/dt = 2p.dp/dt = 2p.((ev ( B) = 0 puisque p et v sont colinéaires, donc p est  de norme constante. Comme p a une norme invariante, l’énergie E est constante et E/
[image: image24.wmf]c

² aussi, on remplace dans la dérivée dp/dt = (E/
[image: image25.wmf]c

²) dv/dt et on retrouve les équations de la question Q36 et les orbites circulaires.
Q50. – En adaptant la masse m de la question Q36 par E/
[image: image26.wmf]c

², on retrouve la formule (20). Pour le rayon R = p/eB = E/e
[image: image27.wmf]c

B.

Q51. En reprenant la formule (18) : 
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Q52. En imposant une ddp V, on modifie l’énergie des électrons de la quantité ( eV, et E = Ec,n ( eV influe sur la valeur de la probabilité de présence de l’électron de l’autre côté de la barrière de potentiel, donc du courant recueilli. Ce courant, comme dans le SMT, dépend très fortement de E et de la population d’électrons dans chaque niveau n d’énergie. En faisant varier V, on fait varier E qui doit rester > 0 et donc  certains niveaux Ecn donnant une énergie  E < 0 sont éliminés du processus et ainsi la population de ces niveaux ne participe plus au courant, ce qui entraîne les sauts de courant, repérés par les dérivées dI/dV qui ont lieu à chaque palier En donc pour des valeurs Vn bien définies et discrètes ???
Q53. Si Vn – V0 est proportionnel à (nB, cela signifie que ( = 0.
4 – Propriétés de conduction d’un gaz d’électrons bidimensionnel
Trajectoires électroniques dans un conducteur parfait
Q54. – Le champ électrique ajoute un effet de dérive à la trajectoire circulaire due au champ B, cette dérive peut être annulée par le choix d’un référentiel en translation uniforme :
 flabo  = ( e E ( e v ( B  donnera dans le référentiel mobile fd = ( e v’ ( B =  ( e (v ( vd) ( B si evd ( B = ( eE c'est-à-dire en multipliant vectoriellement par B : B ( (vd ( B) = B²vd – (B.vd)B = ( B ( E, or les vecteurs vd et B sont orthogonaux, on obtient donc la vitesse de dérive vd de l’énoncé. 
Q55. – Si la longueur cyclotron lB = R est faible on peut considérer que sur un tour le champ E est uniforme (comme B) et le référentiel Rd a un mouvement rectiligne uniforme. La trajectoire circulaire cyclotronique fixe dans le référentiel Rd se translate à la vitesse vd dans le référentiel du laboratoire, c’est un mouvement de dérive.

Q56. – La vitesse de dérive vd étant orthogonale à chaque instant au champ E local par le produit vectoriel de sa définition, suivra donc une ligne équipotentielle électrostatique.

Q57. – Les équipotentielles sont des droites parallèles à l’axe Ox, très serrées au voisinage des bords y = 0 et y = Ly et inexistantes dans tout l’espace intermédiaire (la surface intérieure du plan est équipotentielle).

Q58. – Compte tenu de ce qu’on a vu en Q56, les trajectoires électroniques seront des cercles cyclotroniques fixes dans l’intérieur du plan et il n’y aura un mouvement de dérive que le long des bords y = 0 et y = Ly. Le long du bord y = 0, V est croissant et E = ( grad V est dirigé selon – uy donc vl = (E ( B)/B² sera dirigé vers  ( ux Ce sera l’inverse sur le bord y = Ly.
Q59. –Q60. 


Q61. – V(x, y) = (Uy/Ly)(y ( Ly/2) , les équipotentielles sont toujours des lignes y = cte, mais il y en a maintenant dans le centre du plan xy. Le champ E est dirigé selon – uy et donc la vitesse de dérive des trajectoires des électrons au centre du plan est selon ( ux, ce qui correspond à un courant global selon + ux.

Q62. – En moyenne sur des durées très supérieures à 1/(c la vitesse d’un électron est vd et par définition  du vecteur j :  j =  ( e n(r)vd(r). (N.B. : la notion de courant surfacique n’est plus au programme …)
Q63. – La « section » à travers laquelle passe une intensité élémentaire dIx est la longueur dy donc dIx = jx dy et d’autre part n(x,y) = 1/2(lB² = eB/h (Q37) ce qui donne l’équation (22)
Q64. – Avec grad V(r) = (Uy/Ly) uy, vd = ( Uy/(BLy)ux puis l’intégration de 0 à Ly donne Ix = e²Uy/h .
Q65. – Par identification avec la calcul précédent (xy = e²/h = 6 10-5 (-1.

Q66. – Le courant Iy = 0 car selon l’axe Oy, les trajectoires n’ont pas de vitesse moyenne d’où (yy = 0, ce qui donnerait 
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Q67. – Par inversion de la matrice : 
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soit (xx = 0 et (yy = 0, conducteur parfait ou supraconducteur ?
Etats de bord et rôle du désordre
Q68. – Par réflexion élastique c'est-à-dire sans changement de la vitesse de la particule au cours du choc sur le défaut les trajectoires sont toujours parcoures dans le même sens et donc les particules viennent sans cesse buter sur le défaut en en suivant le contour. Pour un défaut de volume la particule va décrire des arcs de cercles en faisant le tour du défaut.  Pour un défaut de bord la particule qui dérive par réflexion sur la paroi va faire le tour du défaut et retrouver ensuite la paroi pour continuer son mouvement moyen de dérive.
Q69. – Les lignes équipotentielles de bord sont les lignes ouvertes et approximativement rectilignes, les perturbations des défauts de bord sont faibles en valeur relative. Les lignes équipotentielles des défauts de volume sont les îlots.

Q70. – En se souvenant que la trajectoire moyenne de dérive des particules est colinéaire avec une ligne équipotentielle (Q56), on obtiendra une trajectoire électronique de bord qui suivra une ligne équipotentielle de bord  tandis qu’une trajectoire électronique de volume suivra le contour fermé de l’équipotentielle associée à un défaut de volume et restera donc localisée autour du défaut de volume.

Q71. – Les lignes équipotentielles « horizontales » dues à la tension Uy vont s’ajouter au bord aux lignes de bord sans changement appréciable de la topologie. La conduction  des bords restera inchangée et les deux bords annuleront leur contribution à la conduction globale de l’échantillon. Les lignes équipotentielles « horizontales » du milieu de l’échantillon seront déformées par  quelques îlots  qu’elles contourneront, mais ce sont ces lignes qui assureront la conduction  transverse de Hall de l’échantillon.
Q72. – Dans le calcul de l’intégrale (22), il y a le grad V qui intervient or l’intégrale incluant un gradient est indépendante du chemin suivi … donc pas d’influence des défauts sur la valeur de I(x) et donc sur la conductance de Hall ???
III – Effet Faraday dans un échantillon de Hall
Q73. – En développant la définition de j3D avec j : 
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Puisque dans une polarisation circulaire droite Ey = ( iEx.

Q74. – Avec l’expression proposée pour E, div E = 0, les deuxième et troisième équation de Maxwell sont inchangées et l’équation de Maxwell Ampère s’écrit rot B = µ0 j3D + 1/c² (E/(t = µ0 j3D ( i(/c² E.

Q75. – Avec  le rotationnel de l’équation de Maxwell Faraday : rot rot E = + i( rot B :  0 ( (E = k²E = i(µ0((xx ( i(xy)/d E + (²/c² E. Soit l’équation de dispersion de l’énoncé.
Q76. – L’indice de réfraction complexe est défini par k = n+k0 = n+(/c, cette définition reportée dans l’équation de dispersion précédente donne : 
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, en supposant n+ proche de 1 le d.l. de la racine carrée de l’équation apporte les facteurs 2 de l’équation (25). A.N. : Z0 = 300 (.
Q77. – Pour les ondes circulaires gauches il faudrait reprendre le résultat de la question Q73 en changeant i en – i car la relation entre les composantes des champs est Ey = iEx. ce qui reviendrait à changer (xy et – (xy dans la relation (25) pour l’expression de n(.

Q78. – L’onde polarisée linéairement peut être considérée comme la composition de deux ondes polarisées circulairement droite et gauche, chacune se propagera avec son indice associé et on recomposera l’onde à la sortie de l’échantillon ;
A l’entrée : E(z = 0, t) = E0e-i(t ux = (2/2 E0 e-i(t (+ + (2/2 E0 e-i(t (( (notations évidentes)
A la sortie :
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Il apparaît le facteur d’amortissement e(( avec ( = (xxZ0/2 et en développant les vecteurs polarisation (+ et (( sur la base ux, uy on trouve bien une polarisation rectiligne dans la direction u( avec ( = (xyZ0/2.
Q79. – L’onde à la sortie est polarisée rectilignement dans la direction u( son vecteur polarisation a tourné d’un angle (.

Q80. – Sans conductance parallèle ( = 0 et il n’y a pas d’absorption (milieu parfait). L’angle de rotation est 
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Q81. – Si la conductance à la valeur de Hall, on doit observer ( = ( = 10 mrad (avec les valeurs arrondies des constantes du début de l’énoncé) (mais ( = 7.3 mrad avec la valeur 1/137 de la constante de structure fine (), c’est compatible avec une valeur expérimentale de l’ordre de 7 mrad !!
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