XENS 2016  PSI MODELISATION  		Proposition de correction
Etude du fonctionnement du GPS  : des satellites au récepteur
1 Présentation de l'étude
Introduction au GPS
Q1. Exemples d'utilisation des informations fournies par un récepteur GPS (2 suffisent):
On connait le système de guidage pour les véhicules automobiles: à partir de la position fournie par le récepteur GPS, le système de guidage ayant enregistré la carte routière peut proposer un trajet vers une destination (le récepteur indique aussi la vitesse, information redondante avec l'indicateur de vitesse de la voiture). 
La possibilité d'obtenir les coordonnées de position sur le GPS d'un smartphone permet de transmettre ces coordonnées à des secours en cas d'accident.
Certains tracteurs agricoles utilisent la localisation GPS pour décrire des trajectoires précises dans un champ de grande surface, de façon ne traiter que là où l'engin n'est pas déjà passé.
Le positionnement GPS (avec corrections au cm) peut être utilisé lors la construction d'ouvrages tels que des ponts de grande portée.
2 Détermination de la solution PVT

Q2. On suppose que les horloges sont toutes synchronisées. D'après l'introduction, le récepteur qui reçoit les informations d'orbite d'un satellite i peut connaitre la position (xi, yi, zi) de ce satellite et l'instant d'émission témission_i. Les coordonnées (x,y,z) du récepteurs sont inconnues, mais le récepteur connait l'instant tréception auxquels les informations sont reçues. On en déduit la distance parcourue par l'onde depuis le satellite à la vitesse c:  i = c(tréception-témission_i)
Par ailleurs, .
Q3. Avec des horloges synchronisées, il reste trois inconnues de positions, il faut donc trois informations indépendantes. Avec 3 satellites et les distances associées, trouver la position revient à chercher l'intersection de trois sphères centrées sur les satellites et de rayons  i . Cela donne sauf cas particulier deux points… dont un est dans l'espace au dessus du plan défini par les satellites 
Que faut-il comprendre par "deux conditions"?
Réponse qui semble la plus directe: Il faut au moins 3 satellites et le récepteur doit recevoir et donc être en vue directe des satellites (pas d'obstacle à la propagation des ondes entre satellite et récepteur).
(On pourrait compliquer: le récepteur doit recevoir des informations d'au moins trois satellites, et le récepteur et au moins un ensemble de trois satellites ne doivent pas être coplanaires, afin d'éviter que l'intersection des sphères ne se réduisent à un point ou disparaissent à cause des erreurs sur les distances.)
Q4. L'horloge du récepteur retarde de t = tGPS - trécepteur >0.
L'estimation de distance est donc PD i = c(tréception-témission_i)=c(tréceptionGPS-t-témission_i)= i -ct.
Q5. Cette fois il y a quatre inconnues. Il faut donc recevoir les informations de 4 satellites (au moins). Donc au moins 4 satellites , tous en visibilité.
Q6. A l'issue de l'étape k, on cherche à déterminer le vecteur x=qk+1, estimation de (x,y,z,t)T.
A=JTJ est une matrice (4x4) sachant que J est une matrice (n lignes x 4 colonnes).
b= JTJ.qk+ JTRPD  où qk est le résultat de l'estimation précédente et RPD  le vecteur des pseudo distances.
Q7. La matrice J doit vérifier det(A)=det(JTJ) non nul pour que le système admettent une unique solution.


Q8. Méthode du pivot partiel
L'énoncé prend comme convention que ai,j est en colonne i à la ligne j, ce qui n'est pas forcément habituel.
Algorithme d'élimination de Gauss-Jordan d'après wikipedia, modifié en prenant pour pivot le premier terme non nul de la colonne i comme pivot:

r = 0					(r est l'indice de ligne du dernier pivot trouvé)
Pour i de 1 jusqu'à n			(i décrit tous les indices de colonnes)
     |   Rechercher premier ai,j0, r+1 ≤ j ≤ n). Noter k l'indice de ligne du premier non nul
     |					(ai,k est le pivot)
     |   Si ai,k ≠0 alors
     |   |   r=r+1				(r désigne l'indice de la future ligne servant de pivot)
     |   |   Diviser la ligne k par ai,k 	(On normalise la ligne de pivot de façon que le pivot prenne la valeur 1)
     |   |   Échanger les lignes k et r	(On place la ligne du pivot en position r)
     |   |   Pour j de 1 jusqu'à n		(On simplifie les autres lignes)
     |   |   |   Si j≠r alors
     |   |   |   |   Soustraire à la ligne j la ligne r multipliée par ai,j (de façon à annuler ai,j)
     |   |   |   Fin Si
     |   |   Fin Pour
     |   Fin Si
     Fin Pour
Fin 
N.B. Les opérations sur les lignes (diviser, soustraire…) sont faites aussi sur les lignes de b.





Q9. On souhaite proposer une fonction Python retournant la solution de . Si la matrice A est inversible la  matrice échelonnée réduite par lignes est la matrice identité et la solution est le vecteur . Dans le cas contraire, il n'est pas possible de trouver toutes les inconnues x,y,z,t (infinité de solutions ou pas de solution) et la fonction ne retournera rien (None).
Que demande l'énoncé? Si la matrice A était inversible, il n'y a rien à faire sauf retourner . L'énoncé ne donne pas d'indication sur la façon de retourner le résultat, ni ce qu'il faut faire si la matrice A n'était pas inversible.
En vérifiant le déterminant
def solution(A,b) :
    det=1.0			# on calcule le produit des termes de 
    for i in range(len(A)):# la diagonale qui vaut 1 si la matrice 
        det=det*A[i][i]	# était inversible
    if det!=0.0 :		# Si c'est le cas
        return b			# le vecteur solution est b
    else :
        return			# Sinon on retourne None
En vérifiant juste la diagonale
def solution(A,b) :
    for i in range(len(A)):# 
        if A[i][i]=0.0:	# Si un terme de la diagonale est nul
            return		# on retourne None (et interruption boucle)
    return b			# Si Matrice diagonale: la solution est b

Q10. Ne me semble pas dans l'esprit du programme à propos de la complexité. Ce qui me semble important est de montrer que le temps nécessaire pour retourner la solution en ayant vérifié qu'elle existe est négligeable devant le temps d'exécution des autres calculs. 
Estimation du temps nécessaire avec calcul du déterminant. Somme des UT:
1 initialiser det
6 pour obtenir range(len(A))
14xnp pour le corps de la boucle (5 pour A[i] plus 5 pour accéder à A[i][i] plus 3 pour lire det, multiplier et affecter det, plus 1 pour incrémenter i, plus 1 pour tester la fin de boucle)
2 pour lire det et comparer à 0.0
2 pour accéder et retourner b
soit  11+14np
La deuxième proposition est encore plus rapide.
Q11. Ici n=4 (4 inconnues) donc le temps est estimé à 67UT=0,7µs. C'est négligeable devant les autres opérations.
Si on ajoute le temps nécessaire pour mettre en forme la matrice par la méthode du pivot de Gauss, on obtient un temps de l'ordre de 17µs (auquel il faut ajouter le temps de recalculer les matrices J, A et b) pour une itération de la méthode de Newton-Raphson. Ceci semble cohérent avec un rafraichissement des informations de l'ordre de la seconde.


Q12. Proposition de critère d'arrêt: l'algorithme doit minimiser la fonction . On peut arrêter quand les estimations successives de  changent moins que la précision souhaitée (quelques mètres pour le GPS routier.
3 Modélisation du segment spatial
3.1 Etude de la constellation GPS


Q13. En considérant que la seule force exercée sur un satellite est la force gravitationnelle due à la Terre, le mouvement  du satellite est alors un mouvement à force centrale pour lequel il y a donc conservation du moment cinétique par rapport au centre de la Terre. La vitesse est à tout instant dans le plan normal à  et passant par le centre de la Terre OT. Le mouvement est donc plan.


Q14.  . En supposant que les vecteurs position et vitesse sont normaux, la norme du moment cinétique est  .
Les questions suivantes vont d'après moi au-delà du programme de PCSI-PSI







En coordonnées polaires,  donc de norme .
D'une part,  et d'autre part  en considérant r fonction de  lui-même fonction du temps,  . Donc en remplaçant dans cette dernière équation :   soit la relation demandée .












Q15. D'après la seconde loi de Newton projetée selon , 
 soit encore . (15)
 (fonction composée) et avec l'expression de  de la Q14: 
Or  donc 
et aussi  .
L'équation (15) devient donc 
D'où la relation recherchée   avec 


Q16. Au programme: le satellite ne se libère pas de l'attraction terrestre si son énergie mécanique (égale à sa valeur initiale) est négative, signature d'un état lié.  
(cela donne )






Q17. D'après la troisième loi de Kepler, .
Ici la période de révolution du satellite est , donc  et
 .   Et  soit  


Q18. Le référentiel géocentrique RG a un mouvement de translation (presque) circulaire autour de l'axe  dans le référentiel galiléen RO. La loi de composition de vitesse : .



Q19. Accélération de la Terre soumise à l'attraction du soleil et de la Lune (en négligeant les autres forces):
 avec  dirigée de la Terre vers le soleil,  vers la Lune.

Q20. Avec la composition de vitesse ci-dessus: .



Q21. Forces d'attractions exercées sur le satellite: 
 vers le centre de la Terre.
 vers le centre de la lune.
 vers le centre du soleil.



Q22. Principe fondamental de la dynamique appliqué au satellite:
, soit 

A comparer à  dans la partie précédente.




Tout se passe comme si dans le référentiel géocentrique on avait des forces perturbatrices
 due à la Lune
 due au Soleil
(forces de marée, a priori hors programme)






Q23. Influence la plus forte de la Lune: quand le satellite au plus proche de la Lune, placé entre la Terre et la Lune :      T-Si--------L  				
Influence la plus forte du Soleil: quand le satellite au plus proche du soleil, placé entre la Terre et le soleil: 
T-Si-------------S          				
Q24. On calcule 

d'où l'écart avec le modèle sphérique pour lequel 




Q25. La norme maximale de  est obtenue pour =1     soit 
3.2 Génération des signaux GPS

Q26. 
Q27. Compte tenu de la multiplication avec K=1 et donc de l'expression ci-dessus, on s'attendrait à ce que le signal si(t) commence par une alternance positive. Voir le document réponse.

Q28. = 1023, indépendant du code. En effet ci vaut +1 ou -1.
Q29. et Q30. Voir le document réponse


Q31. Autocorrélation 

Le code se répète après 20 bits (propriété P2). Le fait que l'auto corrélation est nulle est déjà vérifié pour un retard de 1, 2 et donc aussi 19 et 18. Compte tenu des séquences de 1 et de -1 de longueurs différentes, il est vraisemblable que l'autocorrélation soit faible devant 20 pour tout retard, mais un peu fastidieux à vérifier systématiquement…
Q32. On calcule l'intercorrélation entre le code c1 et les codes proposés. On trouve 8 dans le cas a, 4 dans le cas b et 0 pour c. Un code c2 valide serait donc la proposition c qui donne une intercorrelation nulle.



4 Etude de la propagation du signal

Q33. Pour des vitesses faibles devant c, le PFD appliqué à un électron permet d'écrire en négligeant la force magnétique, et en notation complexe : 


Q34.    avec  conductivité complexe.









Q35. Equations de Maxwell dans l'ionosphère
Maxwell-Gauss  (milieu considéré comme neutre)	Maxwell-Thomson 
Maxwell-Faraday 
Maxwell-Ampère 
On en déduit l'équation de propagation du champ électrique:

En remplaçant le champ électrique par son expression, il vient l'équation de dispersion:
 ou encore  
en posant la pulsation plasma . La fréquence plasma est donc 



Aux fréquences supérieures à , le vecteur d'onde , qui a pour direction et sens la direction et le sens de propagation de l'onde, est de norme  



Q36. A des fréquences supérieures à , l'ionosphère est transparente (k réel). Si les fréquences sont très supérieures (>500), les équations de propagation s'approchent des équations dans le vide.










Q37. . La vitesse de phase dépend de la fréquence: le milieu est dispersif.
L'indice du milieu est alors  et dépend également de la fréquence.
La vitesse de groupe est .
Q38. La longueur du trajet dans l'ionosphère est , parcouru à la vitesse , cela représente une durée  avec un développement limité en .
Le même trajet dans le vide (on ne prend pas en compte la différence de trajet liée à la réfraction…) se ferait en une durée .
On obtient donc un retard  	avec .




Q39. Les porteuses de fréquences différentes n'ont pas le même retard:  et  mais on sait mesurer à la réception la différence . On peut en déduire  et les retards à compenser. 


5 Etude des traitements effectués par le récepteur
Q40. La puissance du bruit est n1B, soit en dB: PNdB=n1dB+10logB=-200+10log(2.106)=-200+3+60=-137 dBW.
Rem : les unités de l'énoncé peuvent induire en erreur.
Q41. Le rapport signal sur bruit en dB s'obtient par soustraction: PRdB-PNdB=-159+137=-22dB.
20dB correspond ici à 2 décades de puissance: La puissance du signal serait plus de 100 fois plus faible que celle du bruit…



Q42. En sortie de multiplieur, on obtient des signaux de fréquence fC/A de l'ordre de 1MHz à conserver, et de fréquence 2fL1 de l'ordre de 3000MHz, à éliminer. Il faut donc fC/A << fpb << fL1. C'est assez facile à réaliser étant donné qu'il y a un facteur supérieur à 1000 entre les fréquences à conserver et à filtrer.
Le multiplieur fait apparaitre .
En linéarisant le produit de sinus:

Le premier terme est atténué (supprimé en idéalisant), d'où par identification 



Q43. Compte tenu des différences de fréquences, on peut considérer que l'évaluation de wi(t) se fait à mi fixé. Le multiplieur calcule l'intercorrélation entre  et .
D’où 


Q44. On obtient une corrélation maximale lorsque 
i=j (on a identifié le satellite. Sinon elle est nulle par la propriété P4:) 
et lorsque (propriété P5 de l'autocorrélation).
Dans ce cas 
Q45. Le récepteur doit essayer en boucle l'intercorrélation avec les codes des différents satellites et avec les décalages de codes de 0 à 1022 bits.
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