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Concours Centrale 2017 – Physique-Chimie 1 – MP
Mouvements dans le champ de pesanteur terrestre
I Un saut supersonique

I.A.1) Théorème de Gauss pour la gravitation : pour toute surface fermée  on a 




où   est la masse à l’intérieur de .









I.A.2) Les plans  et  sont des plans de symétrie pour la distribution de masse donc  appartient à chacun de ces plans ; il en résulte que . D’autre part, la distribution de masse est invariante par toute rotation autour d’un axe passant par ,  donc  est indépendant de  et . En conclusion : .



Théorème de Gauss appliqué à la sphère de rayon  :  soit .


Or : . Finalement :    .

I.A.3) .





I.B.1) Hypothèses : on néglige le frottement de l’air et l’accélération de la pesanteur est supposée uniforme. Dans ce cas le théorème de l’énergie cinétique s’écrit pour une chute libre, sans vitesse initiale, sur une hauteur :  où  est la norme de la vitesse finale. Pour atteindre la vitesse , il faut une chute libre sur une hauteur : . 
I.B.2) Discussion des hypothèses précédentes : 


-  étant très inférieur au rayon terrestre  l’hypothèse d’uniformité de l’accélération de la pesanteur peut être conservée ; 







- en prenant  (valeur non donnée dans l’énoncé, on pouvait aussi bien prendre …),    et  , la force de frottement à l’arrivée au sol vaut :  ; or le poids du sauteur, de masse  (valeur que nous choisissons) peut être estimé à  donc  la force de frottement est plus de 30 fois plus grande ; il faut donc obligatoirement tenir compte des frottements !





Le calcul qu’on vient de faire montre autre chose : puisqu’au niveau du sol et à la vitesse  la force de frottement est supérieure au poids, la vitesse du son ne peut être atteinte qu’ à une altitude supérieure à zc pour que la force de frottement soit inférieure ou égale au poids. Ceci est possible parce que la masse volumique  de l’air, qui intervient dans l’expression de la force de frottement, diminue avec l’altitude selon la loi isotherme fournie par l’énoncé  : . Pour faire le calcul, nous choisissons .  L’altitude supérieure  est telle que : 



 .
Pour le calcul il sera pratique d’écrire la force de frottement sous la forme : 





en posant . Comme on cherche l’altitude minimale de départ, on va supposer que la vitesse  est atteinte à l’altitude .  

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit, en notant  la norme de la vitesse :

.


On en déduit, en écrivant :  (attention   car c’est une norme) :

  (1).




L’équation (E) n’est pas soluble analytiquement. On va faire une approximation pour la rendre soluble : remplacer   par une valeur moyenne (géométrique) entre les altitudes  (altitude initiale) et , soit . L’équation (1) se simplifie alors en une équation à variables séparables :


.




Et en intégrant entre  tel que  et  tel que  on trouve l’équation :


Soit numériquement : 


  avec  en km.

La résolution numérique à la calculette de cette équation donne :  .
Complément : la figure ci-dessous montre le résultat d’un calcul par la méthode d’Euler :   vitesse en fonction de l’altitude pour différentes altitudes de départ. L’altitude minimale pour atteindre la vitesse du son est comprise entre 33 km et 34 km. 
[image: ]



II Etats stationnaires d’un neutron dans le champ de pesanteur

II.A.1) . En l’absence de frottement, l’énergie mécanique est constante.


II.A.2) En mécanique classique :  donc .










II.A.3) Les altitudes accessibles sont . Le temps passé par la particule entre  et  est : . La probabilité classique  étant proportionnelle à , où  est une constante. On normalise la probabilité : . Finalement :.


Cette densité de probabilité tend vers l’infini pour  tendant vers  car la vitesse s’annule à cette altitude. 

[image: ]II.A.4) 

II.A.5) On peut  définir ce quantum d’énergie par : 


II.A.6) , II.A.7) Le quantum d’énergie gravitationnelle ne doit pas être trop petit par rapport à l’énergie du neutron ; il faut donc utiliser des neutrons ultra-froids.

II.B. , d’après  II.A.2 .
[image: ]L’orbite est représentée ci-contre. L’aire intérieure est :

.
La règle de quantification de Bohr-Sommerfeld s’écrit :



   .

On en déduit les niveaux d’énergie : . 

II.C.1) Un état quantique stationnaire est un état tel que la densité de probabilité  est indépendante du temps.
II.C.2) Equation de Schrödinger indépendante du temps : 



        




             

II.C.3) La fonction d’onde est continue ; elle est nulle pour  parce que le potentiel est infini donc : 

.

En revanche on la dérivée de la fonction d’onde peut être discontinue en  parce que le potentiel subit un saut de discontinuité infini, donc il n’y a pas de condition aux limite sur cette dérivée.

De plus, pour que l’on puisse avoir la condition de normalisation , il faut :


     soit     .


II.C.4) La solution donnée,  vérifie .



L’autre condition aux limites, , impose :  ; cette relation donne la quantification de l’énergie :  est un zéro de la fonction d’Airy. Les deux premières valeurs de l’énergie sont :
· 


  soit  à  comparer à l’approximation semi-classique 
· 


  soit  à  comparer à l’approximation semi-classique 
· 


  soit   à comparer l’approximation semi-classique 

L’écart relatif est de 15%, 9% et 6% : il diminue avec .






II.C.5)  est nul pour  et pour  on représente la courbe de  décalée vers la droite de 2,34 pour l’état  et de 4,09 pour l’état  .
	[image: ]

Cas 
	[image: ]

Cas 


La différence notable par rapport au cas classique est que la densité de probabilité quantique ne diverge pas.

II.D.1) a) Le facteur  décrit une propagation dans la direction et le sens de Ox.

[bookmark: _GoBack]On injecte  (erreur d’énoncé, il manque le z  en argument) dans l’équation de Schrödinger dépendante du temps :




soit, en divisant par  les deux membres :  




      .

C’est l’équation de Schrödinger indépendante du temps, associée à l’énergie  (erreur d’énoncé, cette énergie est appelée E mais ce n’est pas E).



b) Si on néglige la gravité, l’équation devient  dont la solution est (en supposant ) : . Les conditions aux limites imposent :
· 

 soit 
· 




 soit , soit, si l’on exclut  (la fonction d’onde ne peut être identiquement nulle) : , soit : .




c) Pour , la pente sur la figure est égale à , ce qui signifie que  . Ceci  coïncide avec le résultat de II.D.2). Peut-on en conclure que la gravité n’a pas d’influence pour  ?


Pour , on lit sur le graphe  ce qui correspond au résultat de II.C.4). On en conclut que la présence de la paroir supérieure du guide est sans effet .



d) Dans le document 4, , donc  on lit alors sur la courbe : . .










II.D.2) a) On prend l’origine des temps à l’instant où le neutron passe au sommet d’une parabole :  et . Le principe fondamental de la dynamique  donne  ; on en tire en intégrant deux fois : , . Le neutron rencontre le réflecteur à l’instant   et entre les instant 0 et  il a avancé le long de Ox de :  . Conclusion : .

b) On a  donc les neutrons d’énergie 3 ne pourront pas traverser le guide.
c) L’effet tunnel est le phénomène purement quantique qui permet à une particule de traverser une barrière de potentiel avec une énergie inférieure à la hauteur de la barrière (ce qui est strictement interdit par la mécanique classique). Cet effet est à la base du phénomène de radioactivité .

d) .


e) donc .





f) Sur une distance  le nombre de rebonds est , donc . Cependant, la faiblesse de la valeur de  trouvée en d) permet d’écrire : .




g) . La longueur du guide étant  telle que :  on peut dire que les neutrons d’énergie  sont absorbés par le guide et que seuls les neutrons d’énergie  sortent du guide. Le guide est donc un système sélectif selon l’énergie des neutrons.


II.D.3) a)  n’est pas en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel galiléen , il n’est donc pas galiléen. 


La force d’inertie d’entraînement est :  donc . 
(C’est ce que l’énoncé pousse à faire, mais une énergie potentielle ne doit normalement pas dépendre  du temps). 

b) On injecte  dans l’équation de Schrödinger fournie :






Les fonctions  et  définies en II.C.4 vérifient l’équation de Schrödinger indépendante du temps avec les énergies respectives  et  ; si l’on retranche ces deux équations de l’équation précédente, il reste :





On multiplie cette équation par  et on intègre pour  allant de  à  : 




Enfin, on multiplie par  :  . C’est la première équation demandée.


La deuxième s’obtient de même, en multipliant par  avant d’intégrer, puis en multipliant  par .

c) Ces conditions initiales correspondent à n neutron dans l’état , ce qui est bien le cas à la sortie du guide d’onde, comme on l’a vu à la question II.D.2.g).



d) Si ,  et  : le neutron reste dans l’état E1.




e) Pour , le neutron oscille entre les états E1  et E3 avec une fréquence qui semble proportionnelle à . L’amplitude de variation de  et de  est alors maximale, ce qui justifie le terme de résonance. 




f) La chute de la transmission s’explique par le fait que certains neutrons sont passés de l’état E1 à l’état E3 au passage sur le miroir mobile entre les deux guides. Les proportions des neutrons dans l’état E1 et l’état E3 en sortie du miroir mobile sont respectivement  et de (Le candidat peut remarquer sur les graphes que  mais il n’est pas censé connaître cette interprétation.). Et c’est autour de la résonance que  prend des valeurs notables. Ceci se passe autour de la fréquence :


donc bien entre 400Hz et 500Hz.






D’après le document 4, le temps de transit sur le miroir mobile est  donc . On voit sur la figure 8 que le nombre d’oscillations pour la plage de temps  augmente avec la valeur de . Lorsqu’on augmente  à partir de 0,  augmente à partir de 0, puis il diminue quand on dépasse une demi-oscillation en tout sur la plage de temps ; il ré-augmente quand on dépasse une oscillation complète, etc…
La chute du taux de transmission doit correspondre à une transition entre de l’état E1 à l’état E5 (en supposant que les états pairs ne sont pas accessibles dans cette expérience, vraisemblablement à cause d’une règle de sélection totalement hors programme) : cette transition correspond à une différence d’énergie, donc une fréquence plus grande. 


g) L’expérience mesure  or   donc :





h) Si  alors le déplacement est :  et son amplitude est . Pour provoquer un déplacement si petit, il faut utiliser un piézoélectrique.




i) La largeur (à la base) des pics observées sur la figure 9 est . En supposant que cette largeur est due à la durée finie  du passage au-dessus du miroir oscillant, on a :  donc  . Cette valeur est du même ordre de grandeur que celle qui a été calculée à la question f).
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