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Les ondes gravitationnelles et leur détection

Ce document est diffusable aux éléves. Pour toute remarque, me contacter da I'adresse venturi.marc@free.fr

I. Etude d’une source d’ondes gravitationnelles

Etude d’un systéme binaire de deux trous noirs en rotation

s . - mpmy
Q1. La force de gravitation a pour expression : | F1.» = —-GN——=—1U,
| My M |12

L mU+mb
Q2. Il découle de la définition du barycentre et de linéarité de la dérivation que :| Uig = % )
- my +my

Q3. Par définition du moment cinétique et par additivité de celui-ci, il vient : Lo=mGMy AT +maGMy ATy | Sa

dz _ - —_— -
dérivée temporelle est nulle car d_tG = GM; AFo_.1 + GM, A Fi ., et, d’apreés le principe de 'action et de la réaction,

= . |dlg ——— . - o . . )
Fi_=-F,_;,il vient T M, M A Fi_.o =0 |par colinéarité des deux vecteurs du produit vectoriel. La conséquence

de cette conservation est’ la planéité du mouvement des deux trous noirs |, le plan étant le plan passant par G et ortho-

gonal a Lc.Eneffet, Vt,GM; - Lg =0 car Lg est par construction orthogonal a GM;, directement dans le premier terme
et indirectement dans le second terme, en remarquant que GM; est colinéaire & GM; (la définition de G implique
m1GM + myGM, =0). Il en est de méme pour GM,.

d>oM 1 - d?OM. 1 -
Q4. La loi de Newton implique L _ ——F_set Z — F1_,. La différence des deux équations mene a
e de? m de? my
d*Mp My = ( ! + ! )1:" soit, puisque ! + 1.1 dZ?—l’3
T T R T L Tl |

Q5. Les principales propriétés du mouvement d'un point matériel dans un champ a force centrale conservative sont :

— le mouvement est plan; le plan du mouvement contient le centre du champ de force; il est orthogonal au vecteur
moment cinétique.

— le mouvement est soumis a la loi des aires, conséquence de la conservation du moment cinétique : r*6 = cte;

. i Ao LR .z -
— le mouvement respecte la conservation de 1'énergie mécanique E* = 2 mv* +E p(r)ou f=-gradE).

. . N . . 22 my+mp
Q6. |F=all, || V" =abig |, a*=—a02ur=—GN7ur.
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. my+my C 12 . my+my A R mp +mp .
Q7. 7" =1/Gy———1ig qui découle de " = —GN——— iir. Ainsi, | | 0¥ =1/ Gy———= | C’est la troisiéme loi de
- a a a

Kepler.
Q8. Pour O = G, la relation (1) implique m;GM; + myGM; = 0, puis, comme GM, = GM; + M1 M; et MM, = @, il
 — R - — m R
vient (m; +my)GM1+mGM =0d’ou| GM; = - TZGM qui a pour norme constante (donc mouvement circulaire)
my +myp
my H . A
a) = a—— = a— |. On fait de méme pour a, avec GM) = GM, + My M;.
my + my my

Emission des ondes gravitationnelles

% [1;]= M-L? = kg-m2 : c’est la dimension d’un ’ moment d’inertie ‘

I = (mlaf + mgag) cos® Qt = pa® cos> Qt

Iy = (mlaf + mzag) sin® Qt = pa®sin® Qt

L= (mlaf + mgag) sinQrcosQt = pa’ cosQtsinQt = Iy

Q10. On obtient le résultat par une double dérivation et la formule 2sinxcosx =sin2x :

&1 = —,uaZQi sin(2Q1) = —2ua*Q? cos2Qt
de2 dt - '

R
t est ensuite remplacé par t——. On utilise la formule cos? x—sin® x = cos2x pour exprimer les termes h;, = hy;. Il sagit
c

Q
d’une onde plane progressive harmonique ‘ La fréquence de 'onde est | fog = —

Q11. On calcule des valeurs intermédiaires : Rg = 1,779 x 10° m, la vitesse relative v* = 1,061 x 108 m-s™!. On en déduit

* *

v v
la vitesse angulaire O = — = 149,1rad-s7! puis | fog =47,5Hz | Le rapport des vitesses demandé est | — =0,35 |, la
a c

vitesse peut étre considérée relativiste. Lamplitude des ondes recues sur Terre est| h = 8,97 x 1072 = 102! |

Forme de I'onde gravitationnelle et évolution du systéme binaire

mym
Q12. L'énergie potentielle de deux astres sphériques distant de a est : E, = -Gy L2 On obtient le résultat de
7z £ 7z . e sygs 1 2 1 2 . - dGMl
I’énoncé en remarquant que m; my = M. L'énergie cinétique est E. = 5 myvy+ 5 myv;. Les vitesses sont : U7 = az =

my . . m o, .. .1 1 1 mms ., 1 mem? 1 ., 1 ,
-2 pret Uy = 1y Ainsi, —mlvf+ —m2v§ =2 2 — 2L 2o —uv 2= —pazQZ. On obtient
my + my my + my 2 2 2m+myp 2m+mp 2 2
1 M, M, 1 M,
alors le résultat | E* = 3 pa’Q? - GNu . D’apres l'expression de v*, Q% =Gy g’t d’ott > pa’Q? = GN%. Alors,
a a
M,
E* :_GNM tot i
2a

Q13. A la seconde expression de |[E*|, on applique la fonction logarithme puis on dérive par rapport au temps :

1 dE* 1da M, 1
In|E*| = -Ina+cte d’out T ds = “ar On sait que uaZQZ = GNu d'ou E* = —Euazﬂz. La dérivée du logarithme
a a
. 1 dE* da dQ ,, . 3 dE¥ lda . . L. )
de |[E*|est ——=2——+2—— d’ott — =2—— puis le résultat de I'énoncé.
E* dr adt Qdt E* dr a dr

Comme E* < 0 et que 'énergie mécanique diminue au cours du temps, tous les membres des relations précédentes
sont . Il en résulte que | la distance a entre les astres diminue ‘ et que ‘ la vitesse angulaire augmente |.
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1
2 .
cos“Qt——  cosQrsinQt 1 201 in2Q¢
Q14. Oncalcule Tr(I) =111 + Iy = uaz puis Q= ,ua2 2 = —paz C9s st .
=% . ") 1 2 sin2Qt —cos2Qt
cosQtsinQt  sin“Qf— 3

d®Q ) 3( sin2Qr - cos2Qr

La dérivée troisiéme est — = 4ua“Q . . Le carré de chaque terme de la matrice sans dimension
érivée troisiéme es TS U 0820t —sin20t e carré de chaque terme de

1
a pour moyenne - d’ot:

3 2

<(d Qij) >—32,u‘2a496—32G3 1 My,
= =32G3, —,

j=1

ds ad®

2
X
i=1

Mot

car Q% = Gy o La définition (8) de la puissance 2 mene au résultat proposé.

*

dE
Q15. Le bilan d’énergie mécanique s’écrit Ta —-%.On en déduit :

dE*

_—
dr
G pMior 1 da __ 32 Gy My,
2 a?dt 5 cd®ad

03% — _% G?I”Mtzot
dr 5 cd
4 3,02
' oa 64 G Mo ¢

a4y
4 4 5 7

= . On retrouve le fait que a diminue au cours du temps.
c

63 M2 1/4
d’ott| a(t) = ag (1 - @Mt)

1
L'amplitude h est proportionnelle a a*Q* « = Ainsi, I'amplitude des ondes gravitationnelles lors de
I'effondrement du systeme.

1/3 1/3 0 1/3
da 64 stvﬂMtzot Gy Mot Gn~ Mot
16. Onsaitque —=—-————c¢ta= = ~2/3,
Qie. M~ 5 o8 72 2213 J0oG
1/3351/3 3 a2 8/3, n45/3.-2/3 2 (2
M dfoc 64 Gy pMiy, dfoc 96 Gy UMy ™" 7= foq
On en déduit —= Ot £-5/3 = —— N I0U it = =N 9 53 d’ou le résultat :
3 23 YOG gy 5 c¢dad dr 5 cd GNMmthG
dfoc 96 GI3 uM2/3 7813
_°"N tot 11/3
dt 5 cd 0G

La fréquence augmente comme la fonction 78 : elle tend vers +oo quand a — 0. L'amplitude des ondes aug-
—at

mente en méme temps. Le graphe attendu est tracé ci-apres (1’échelle de temps est arbitraire).
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Peu de temps avant la collision des deux astres, il faut remettre en cause :
— la force d’attraction entre les astres qui cessent d’étre sphériques;
— les lois newtoniennes du mouvement car les vitesses deviennent relativistes;

— la perte d’énergie mécanique qui n’est plus uniquement due au rayonnement gravitationnel.

Effet des ondes gravitationnelles sur la matiére

- 1
Q17. Lintégration double par rapport au temps de 'équation (15) aboutit a { = Eh-?o. La matrice h appliquée au

hyxo+ hyyo ox
vecteur 7o donne : h-7p=| hxxo+hiyo |.Puisqueé=| 8y |, onen déduit les expressions annoncées.
0 0z

Les variations relatives de longueur sont de 'ordre de 102! donc non décelables dans la vie quotidienne.

Q18. Les relations sont §x = hyxg et §y = —hy yg d’ott les schémas suivants (la valeur h; = 0,2 est arbitraire) :

L)
Ll
L4

.
a
w
L]
L4
*
*
‘0
*
.
a
w
L
L4
*

.
Tagpus®
=

"

L

[ ]

.

*
*
L4
L ]
»
-
\J

27 t
0 72 m 37/2 Jos

-0,2

L'onde gravitationnelle &, modifie les longueurs en opposition de phase sur les axes x et y.

2L
Q19. Lalumiére met une durée —> pour parcourir dans le vide (hypothese) la distance aller-retour 2Ly. Cette durée
- c

2L 1
doit rester faible devant la période de l'onde gravitationnelle, soit 0« f—, d’ot, pour fog =50Hz,| Ly < 3 x 10%km |,
c 0G

ce qui n’est pas trop contraignant. La variation absolue de Ly due a 'onde gravitationnelle vaut alors 3 x 10" m, c’est
a dire la taille du noyau d’un atome! Il parait difficile de concilier le temps de parcours qui doit rester faible avec une
distance a parcourir suffisamment grande pour rendre les variations de distance détectables.

1 1
Q20. La variation relative de dx étant §h+, la distance est dx|1+ 5h+) Alors, si I'indice est noté n, la durée de

n 1 ) L 2L 2n 1 0
parcours est | dr, = = 1+ > hy |dx | La durée totale s’écrit alors | 7, = dr, = ~ 1+ §h+ Ly |
0

2n 1
Q21. Sur l'axe y, la variation relative est —h, d’ol1 I'expression |7, = ~ (1 - §h+) Lg . La différence 7, — 7, est celle

de I'énoncé.

Le passage d'une onde gravitationnelle est détectée par interférences des deux faisceaux lasers qui se sont propagés
respectivement sur x et sur y. Cette méthode permet de détecter des écarts de longueur ou de durée (§L=c(rx -7 )
de l'ordre d"une fraction de longueur d’onde (ou de période) de l'onde laser.
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II. Détection des ondes gravitationnelles : les barres résonnantes

Principe d"une barre résonnante

TV

Q22. Lexpression de la pulsation du mode fondamental est| wg = =57x10°rad-s™" |

ww 2L
Q23. Léquation (18) s’écrit, en notation complexe : —w*¢ + j —Qof + Wi = -—= w®h, d’ott la fonction de transfert
Rl s 2 ST T RY

2L w?
Gw)=— @y | I s’agit d"une fonction de transfert‘ d’un filtre passe-haut du second ordre |

me o2

w?—wi—j—
° 7 Q
. . 2_ AL 1 .

Q24. Le carré du module de la fonction de transfert est | |G(w)|" = — 5 . Sa valeur maximale est
- b2

_2LQ

atteinte au voisinage de w = wy pour Q élevé d’ott | Gpax = — |
7

Q25. Interprétation du diagramme :

2L
— la zone rectiligne aux basses fréquences correspond a une droite d’équation Ggp = 20log (—2) —40logwy+40logw,
b3
de pente 40 dB/décade;

— dans cette zone, la phase vaut 7 ou 180° puisque lin}) G<0;
w—

2L
— la zone rectiligne aux hautes fréquences correspond a une droite horizontale d’équation Gqp = Zolog(—z) ;
T

— la phase y est voisinede 0 car lim G>0;
w—+00™

— la région ol w ~ wy ~ 5500rad-s~! montre une résonance. Le gain y est grand car Q est élevé (~ 107), la phase
voisine de 90°.

Q26. Apres I'impulsion, le régime d’oscillations est libre, le second membre de 1’équation différentielle est nul. Le
facteur de qualité étant tres élevé, le mouvement est celui d’un oscillateur trés peu amorti, donc proche de celui d'un
oscillateur harmonique de pulsation propre wy.

5500 4L
Onprend h = 107" Pour wo7 = 75 s 1,2 x 10%,'amplitude maximale des oscillations est :| émax = — x 107 % 5x 107*'m
n

)

ce qui reste extrémement faible par rapport aux mesures possibles.

Systéme oscillant a deux masses

1 [k
Q27. La fréquence de résonance d'un systeme masse-ressort est donnée par fy = —1/ — d’our la relation cherchée
- m

2n
ki Ky
un - My .

1
Q28. L'énergie mécanique d’'un systéme masse-ressort est Ep, = zkéz

max d’olt la relation entre les amplitudes maxi-

males des deux oscillateurs k,(¢™™)? = K;, ({g’a")2 qui implique | m,(¢ max)2 — My, (¢ g’ax)z qui fournit la relation donnée

dans la question. On en déduit un ordre de grandeur de I'amplitude & : | ¢ = 107'® m |. On gagne un facteur 100.
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Ftude d’un transducteur capacitif

3 G - s
Ey(z)=— Ui, alintérieur;
Q29. Sans effet de bord, le champ électrique s’écrit *0 _maley
T Eo(2)=0 a l'extérieur.
e
Q30. Un potentiel est V(z) = q; zd'ot| Uley) = 6702 2
- na’eg nateg

N na?
d’ott| C=¢gy—— =12nF |
(eo) €y

0Q31. La capacité C s’en déduit par C = qu

.. 0B . . 10E
Q32. On élimine le champ magnétique des deux équations de Maxwell dans le vide rotE = — a7 etrotB = — 57 pour
- c
27 27
I E S - - . o -
obtenir rot (rotE) = — 232 puis, comme rot (rot) = grad (div) — A et divE = 0 dans le vide, il vient AE - 237 =0.C’est
c c
I’équation de propagation relative au champ électrique d"une onde électromagnétique dans le vide.
d?E(r)  1dE(r)

En base cartésienne, A(Eii,) = (AE)ii, d’ott ici A(E) = A(E(r)) cos(w?) iy = N TRrT cos(wt)iiy.
0%E d?E(r) 1dE(r) o?

Comme — = —w?E(r) cos(wt)ii,, on obtient I'équation de I'énoncé () + - () +—E(r)=0.
ar? dr? rodr c?

Q33. D’apres le graphe de la fonction E(r)/E;, il faut, pour que le champ électrique soit quasi uniforme dans le

aw aw
condensateur, que — < 1. Par exemple, si — =1, le champ chute de 80% entre le centre et la périphérie des armatures.
c c

Wmax c
=0,1, =——=0,1—=72MHz |
fimax 27 2na

. .., aw
Sil'on prend comme limite max

Q34. Les plans contenant Oz sont des plans de symétrie des charges et du champ électrique ainsi que des courants
qui circulent selon Oz ou bien radialement dans les armatures. On en déduit que le champ magnétique est orthoradial.

Il y a invariance par translation selon z dans l’espace entre les armatures. Ainsi, | B = By(r)ilg |

-

. = 10F < = 1 ([ OF
Le théoréme de Stokes appliqué al’équation de Maxwell-Ampere, rot B = 23 permet d’écrire f B-dl= = f f o ds
) 4 4
s r . s~ B wr . .
soit ici 2wrBy(r) = —?wEsm(w 1) d'ol1| B= —ﬁEsm(w 1) ug |.

max
Q35. Le champ électrique s’écrit ici E = Ey + E, cos(wt) i, = Epil, (1 + te— cos(w t)) avec Ey = — ZZOE . On en déduit
= 0 A 0

max
V(z,t) = —Epz (1 +2—cos(w t)) . Pour que cette expression soit acceptable, il faut que la fréquence reste inférieure a
€o

une dizaine de MHz.

Q36. Pour une épaisseur ey, Uley,t) = =K (eo+6rt“axcos(wt)) = Ule()). La capacité devient
9o S

Ci=—=Cy|1———cos(w?)]| |
U ()

2

nTa c.Uu
Q37. La charge gy = eg——U est constante d'oi1 | a = d__ Lt
- e goma?  eoma’

vient . AN :sil'on prend ¢ = 107 ¥ m< ey = 10 um, on obtient‘ sU=3x10"1v|

~3x10°V-m~! || En considérant a constant, il

Filtrage et détection du signal

Q38. Le condensateur C,, permet de filtrer le signal. Il coupe la composante statique (impédance infinie du conden-
sateur) mais laisse passer la composante variable qui contient I'information utile. Toutefois, la composante variable
est atténuée.

Q39. (Voir cours.) Le principe de la détection synchrone consiste a multiplier le signal bruité par un signal sinusoidal
de fréquence proche de celle du signal utile. L'effet est de translater ce signal vers les faibles fréquences. Un filtrage
passe-bas isole finalement le signal utile.
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0Q40. Le signal que I'on cherche a extraire du bruit est situé dans un intervalle de fréquences connu. On peut donc
engendrer facilement le signal harmonique qui multipliera le signal recu des barres.

III. Détection des ondes gravitationnelles : détecteur interférométrique

Dispositif de Michelson

Q41. Entre lelaser et le détecteur, le faisceau parcourt la distance L;+2L; + L, dans le sens de propagation et subit une

transmission et une réflexion sur la séparatrice et une réflexion sur le miroir. Ainsi, | E; = rirstsEpe’ (wi=nk(Li+2Li+La)) |

De méme, sur le second bras, | By = ryrtsEgel @ kLi+2La+La) ‘ La différence des phases des deux ondes est alors
] Ap=2nk(L, - Ly) |

Q42. Considérons deux ondes déphasées de A¢p = 2pn (a gauche), déphasées de A¢p = 2p + 1)n (a droite) et, en
dessous, leur somme respective :

E E
- - -~ -
7\ N 8\ N 7\ N s VAR [ VAR
/ \\ y \ / \\ 7 \ / \\ EZ/ E, S )/ AN / \ ) N / B
\ 4 N \ / N \ / r , \ / , \ 7 , 2 t
Y/ -/ S/ % Y/ \\ 4 \\// \\ / N // \\ ’ E
- - < - 5
E
E E\ +E,
E,+E
t t

Le premier cas correspond a des interférences constructives, le second cas a des interférences destructives.

Q43. D’aprés la question précédente, en peut écrire E, = Eje/*? d'ott E = E; (l +el A"’). Alors, puisque e/* + e~/ =

X
2cosx et 1+ cosx = 2cos® E :

e el . . . . A
\EI2 = E-E* = | By (1 + e]A‘/’) (1 +e JM’) = | By 12 (2 + 2 cos(Ag)) = 411 E; 1% cos? (74’)

A >
La moyenne temporelle fournit l'intensité cherchée : I = I cos? (7¢) ou|Ip=4(|E; ||2>T '

Q44. Le déphasage a pour expression : A = 2nk(L) — L) +2nk(8L; — 5L,) = ¢ +2nkdx. On en déduit le résultat de
I'énoncé.

0Q45. La linéarisation consiste a développer la fonction intensité au premier ordre selon la formule de Taylor :

o
(X0 + h) = f(x0) + hf'(x0). Ainsi, puisque nkdx = 27r—x < @ et (cos® x)' = —2cosxsinx = —sin(2x) :
puisq 1 2

I = Iycos? (%) — Ipnksin(¢g)dx.

T
La variation d’intensité est maximale si | ¢ = 5 TP pE Z | Linterférometre est réglé, au repos, de telle facon que les

. N T
deux ondes interférent| en quadrature, A¢ = 5 +pm|
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0Q46. Dans un milieu d’indice 7, la célérité des ondes est vy =

o]

D’apreés la relation (17) de la question 21, A¢ = 2nk(L? - L)) + 2nksx = a)(

6.x: h+(t)L0 .

. a sensipilite de linterrerometre es roportionnelle a la longueur des bras. rour n;, = e 0= m,
Q47. L ibilité de l'interféromeétre est proportionnelle a la long des bras. Pour h; =1072! et Ly = 3k

Slo

w N nw
et E =cd’ou A(p = I’lk(2L1 —2L2) = —(2L1 —2L2) =
c

2n(L9 - LY) L nhe 2L
Cc Cc

). On en déduit

soit un millieme du diametre d’un noyau d’atome! Comme A = 1064nm, I'approximation dx <« A est

’5x=3 x 108 m

b3
largement vérifiée. La variation du déphasage a pour valeur, pour n=1et k= K Ap—¢po=2nkdx=3,5x10"""rad |

Cavité Fabry-Pérot

Q48. Lechamp Epestle champ incident Einc réfléchi par lalame: Ey= r{f?inc . Le champ E; estle champ incident qui

a traversé le premier miroir (#]), qui s’est propagé entre les deux miroirs (e™/"¥[1), s’est réfléchi sur le miroir parfait

(~1), est revenu sur le premier miroir (e™/"*/1) puis a retraversé le premier miroir (). Ainsi, | E; = —Einc(])?e2/"F1 |

Entre E, et E,_1, il y a deux réflexions (une sur chaque miroir) et un aller-retour entre les miroirs d’oit

N Y N B . N N o o p-1
Ep=rie 2jnkly E,-1 | Onen déduit, pour p>1,| E, = —Einc(#])%e 2jnkLy (r{e Zf"kLl) .

Q49. On calcule la série géométrique et on utilise I'égalité M2+ =1:
- oo -
Eo+ ) Ep

p=1

+00 ;
B = N2 —2jnkL 1 —2jnkL; )"
I'1Einc — Einc(1;)"e J 12(?‘16 J 1)
i=0

ol
El

1
, (1=0)?) e2inkh ] .
mnc

=|n- 1 r]e-2inkLy

I T N2 —2jnkL
:rlEinc_Einc(tl) e oIt

B r{ _ (r{)ze—jnkLl _ (1 _ (r{)Z) e—Zjnk'Ll ] .
inc

1 — rl e*ZjﬂkL]

l’{ _ 6_2] nkL; .
= inc

1-— r{ e—ZjnkLl

Q50. Exprimons le carré du module du crochet de I'expression précédente, en utilisant |z|* = zz* :

o 2 o .
ri—e 2jnkLy r-e 2jnkLy r{—e?‘]”kL1 (r{)Z—Zr{ cos(2nkLy) +1

 1-rle2nkl 1 —yle2jnkly — 1-2r] cos(2nkLy) + (r])>

IRy 1> =

1-— r{ e—2jnkLy

On peut aussi factoriser le numérateur par 1’exponentielle et remarquer qu’on obtient le rapport de deux complexes
conjugués :

] 1_r/62jnkL1
_ _,=2jnkLy 1 _ _
Rl_ e T ok 3|R1|— " =1.
l—rle J 1 Z

Ce résultat signifie | qu’il n'y a aucune perte énergétique dans la cavité. ‘

Ny 2 imkI®—2 i _oi —oiknl®  —pi
Q51. L; = L?+5L1 d’ot e 2InkLy = p=2jmkLy=2jnkOLy _ o=2jnkOLy cqp g=27knly — o=2JM\7 — 1 Comme [2nk6L,| < 1, le

développement limité au premier ordre de 'exponentielle est e 2/"¥L1 ~ 1 _2jnksL,. Lexpression du coefficient R,
ri—1+2jnkéL,
1—r +2jnkr{6L;

est ainsi Ry = qui est le résultat donné.
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Q52. Largumentde Ry s’écrit Arg[R;] = Arg[-1]+Arg[l—r]—2jnké L] - Arg[l—r, +2jnk&L;]. On en déduit Arg[R;] =

nkéL nkri6L
T—2 ,1 —2—1 ,1, en utilisant Arg[x + jy] = arctany = 2 i lyl <« x et x > 0. On obtient donc
1-r 1-r X X
(1+r{)nk6L1

1+7r!
. Par différence, A¢p’ = Arg[R;] — Arg[Rz] + ¢po = -2 Lnkéx+ ¢bo-

Arg[R|=n-2
gl 1-r] 1-r]

r/
1 =99 = 100 soit | Ag’ — o =3,5x 10" rad ‘ Cela reste difficile a mesurer. Le déphasage
1

serait celui d’un interférometre dont les bras auraient une longueur ’ Ly =100Lo =300km |.

1
Q53. On gagne le facteur .

Suspension des miroirs

Q54. Sur l'axe Ox, la projection de la loi de la quantité de mouvement est :

dle _ Mm dx1

X

ez T dt
ou Ty est la projection sur Ox de la tension T du cable appliquée au miroir. Le cable a une longueur L, et sa projection

m

X1—X
sur Ox est xp—x;. On en déduit Ty, = - T%. Par ailleurs, le miroir ne se déplace pas verticalement, ce qui implique

P
que la composante verticale de la tension compense le poids du miroir. Ainsi, M;,g = T,. Mais pour les petits dépla-

N . d?x; X1—Xx9 M, dx; . d?x; 1dx g
cements, Tz—Tdoupuls Mmﬁ—_Mmg Lp —TE.Enfln, F+;E+L_p(XI_XO)_O .

Q55. En régime harmonique, I'équation précédente devient —w?x, (w) + j @ X, () + Li X, () = Li X, (w). La fonction de
- T p p

2
Wy

2

transfert s’en déduit (on pose wj = Lé) H=—(
P wy—w?+ j—
T

Q56. Il s’agit d'un systeme de filtrage passe-bas du second ordre (pente de 'asymptote haute fréquence égale a

—40dB/décade) avec résonance aigué. On peut calculer le gain a la résonance : H(wg) = —jwot =313 d’ot1| H(wg) =313 |.
Pour les fréquences supérieures a 1 Hz, le filtre est passe-bas du second ordre.

Q57. La fréquence est| fo =0,49Hz | Pour f =10Hz, le gain vaut H =0,0025 d’ot1 | |x, (10Hz)| = 2,5 x 10~ m |, loin des

variations de 107'® m provoquées par les ondes gravitationnelles.

+———+ 2> (xy—xn-1) =0 Les fils sont

Q58. On reprend le raisonnement de la question Q54 pour obtenir

quasiment verticaux, la projection des tensions sur l'axe vertical, qui compensent le poids des systémes au-dessous,
doit étre égale a l'opposé du poids du miroir et des N —i masses M), : T; = (M, + (N - i)Mp)g. Il y a deux tensions
s’appliquant sur chaque pendule, la tension du fil du haut et la tension du fil du bas :

dzxi M p dxi

b =L (M + (N—i)Mp)L%(x,-fl — 1)+ My + (N = i — 1)Mp)L§p(x,-+1 — xp).

Q59. Lanotation complexe des amplitudes harmoniques permet d’écrire, pour le miroir : (—w2 +j—+ w(z)) Xy =W5XN_,
- X X
qui est la relation de I’énoncé apres division par wj. Pour les masses, aprés division par M,w}, la relation est :
2, %
—w?+ =
J 7 ( M,
——T 42

M,
5 V’"+N—i)—1 Eiz(ﬁm"‘N_i)ﬁi—l“‘
Wy p p

M
—m+N—i—1)xi+1,
M, =

qui est bien la relation de 1’énoncé.
2

w w
Q60. Dans ce régime, A; = ——; +2(4+N-i) -1+ j—. La partie réelle est négative, sa valeur absolue grande devant
= w T
0
2 2 i L s w L w? 1
1, car w” > wj : R(A;) = ——;. La partie imaginaire de A; est —;, la partie réelle ——;, leur rapport est donc ——.
0 2 2 2
Wo Ty wj )
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1

1
Siw> wo=8x10"?rad-s”!, comme 7 = 100s, il vient wt > 8 puis — < 0,12. On peut alors négliger la partie imaginaire
T

devant la partie réelle des A;. On obtient bien |A;| > 1.
On peut alors considérer A; = Ay et 'équation (36) devient :

M M
Apx; = (—’” +N—i)£l._1 + (—’" +N—i—1)§i+l

My Mp
M, i M,
Aoz(—m+N—z)_l 1+(—’“+N—z—1)—’“
M, X; Mp X;
M, 1
Aoz(—m+N—z)—+ —m+N—z—1)Hi+1
My H; P
M,
vmﬁ'N—l
ﬂi_ P
Ao—(—+N—z 1)Hi+1
p
Avec I'hypothese H; | = o (Vm +N-i- l), il vient :
0 P
M
— +N-i
_ M, 1 (M,,, N l) 1
=i~ 2 " A\ v - 2
M Ao\ M
(Vm+N—l—1) 0T (—m+N—i—1)
p P
Ag— 1- 5
Ao A2

Le dernier quotient est proche de 1 puisque A3 > 1, ce qui permet d’obtenir la relation cherchée.
On justifie I'hypothese initiale de la récurrence en remarquant que 1'équation (36) pour x,; s’écrit :

Xy 1 1 1 My

H. = = ~—
TN xy, l+A0 Ay Ay M,

puisque ce dernier rapport vaut 4 et ne modifie pas 'ordre de grandeur.

Q61. La fonction de transfert totale est :

! 1N M, M,
Hg@) = [ H,= 5 [ (3 V1] = T (G2 4
i=n  Aojz1 Ao\ Mp =0 \ Mp

la derniére expression étant obtenue par le changement d’indice i - N —i.

1
Pour f =10Hz, Ag=-400 et — = —6,1 x 10" Le produit vaut 4 x 5x ... x 10=6,0 x 10° d’ott | |H,,,| =3,7x 107" |
AN —tot

0
Pour |xo| = 107 m, | [xx| =~ 107* m | ce qui parait suffisant pour que les variations de longueur provoquées par 'onde

gravitationnelle soient mesurables.

Nécessité de I'ultra-vide

Q62. Lindice del’air est de 'ordre de| n=1,0003 | (n = 1,000293 & 0°C). Les sources d'inhomogénéité de 1'indice sont
principalement :

— la température non uniforme : les sources thermiques locales, les courants de convection thermique;

— les ondes sonores qui compriment et détendent localement lair.

Q63. L'équation (26) est I = Iycos® [nk(L; — Ly)]. La différentielle de I par rapport a n, L, et L, est :
q p PP

dI = —Iysin (2nk(L) - LY)) [k(L; — Lp)dn + nk (dL; - dLp)].

On en déduit le résultat grace au rappel des notations utilisées : ’ 01 =—Iysingg [kxdn+ nkdx] |

10
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on  6x
Q64. On veut détecter 6 x sans étre géné par 6n donc| — <« — | La différence x = L; — L, est de l'ordre de la longueur
-— n x

ox
d’onde (¢po =n/2) d’olt, en prenant n=1,| dnmax = — = 10712 |
X

Py M
Q65. On peut raisonner sur la masse volumique p d"un gaz parfait: p = (;?Talr 0tt Mair =29g-mol ™! est la masse mo-
— 0
. ;. 5T0 ’ N . s 2 -8 . -6
laire de 'air. Alors, | dn=adp = _aPOT . D’apres la question précédente, | 6§ Ty max/ To = 10™° |s0it 6 Tp max =3 x 107" K
0

ce qui est inaccessible sur un volume aussi grand que celui des cavités.

Q66. Sil'indice vaut 1, il n'y a pas de variation possible d’indice.

pP T() PN PTO
=l+app——dou|n=1+my—-1)——: |
Py T Py T

ir

PM,
67. =l+a——
Q67. n=l+a—mr

P ST T
Q68. &n = ~(1y~ 1)~ Pour &n = 1072 et ng—1=3x10"%, | P<3x 10_9P0ﬁ . Pour 6T = 1mK, P, = 10°Pa et
- 0 10

To =300K, | P =90Pa | Les conditions réelles de 'ultra-vide sont largement suffisantes.

Bruit de grenaille et caractérisation du laser

Q69. 61 =351 cos? % —Iynksingydx |
Q70. Il faut que|6ly <2Ipnkdx tan%' .1l faudrait que | ¢po = Cm+ 1), me Z |

h
Q71. Un photon de fréquence v possede une énergie hv. Alors, | % =N 21 La deérivee logarithmique fournit
- T

62y 6N VN 1 . |69 hv
— =—=—=——.Ainsi,| — =1/ =— |
% N N N P Pyt

610 5950 hv ¢0 hv 1 hcA 1
72. — =——d’ol1 /| — <« 2nkdx|tan —|, soit | Z#, > = .
Q72. Iy 2, \/ PyT 2 0% 4rn2k2(6x)?2 , %0 1672T(6x)% ., $o
tan? — tan? —
7
Pour ¢y = PY Py > 15W |, Le troisieme étage d’amplification est nécessaire. Pour ¢y = 7, il n'y pas de condition sur 2,

mais on ne peut détecter la fluctuation dx.

IV. La découverte des ondes gravitationnelles

Q73. On utilise deux détecteurs pour identifier I'onde gravitationnelle : la corrélation des signaux regus sur les deux
détecteurs élimine un faux signal qui serait dfi a une perturbation locale.

Q74. Lordre de grandeur pour & mesuré est celui qui est détectable dans les conditions que 1'on a calculées précé-
demment. De méme, les fréquences détectées sont placées dans la bande atténuée des vibrations des miroirs. Les
précautions prises contre les différents bruits sont suffisantes pour la détection.

Q75. On détecte le passage d'un onde gravitationnelle grace a une augmentation de fréquence du signal corrélée a
une augmentation de ’'amplitude, lorsque ce méme signal se reproduit sur un autre interférometre (Ligo ou Virgo).
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