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1 Propagation du son
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Equation de propagation

Modélisation isotherme de la propagation du son

PV, = NRTy = RVp |
. En projection sur (Ox), seules interviennent les forces de pression +P;Se€,, et —P,15€, exercées sur la paroi
d?¢, 1 NRT
mobile donc m 3 = NRIT)S | — — qui prend la forme demandée si on pose | ¢jso = 9
dt2 Vn ‘/n-l—l m
n— 1 1 n - Sn—
Vi = Sla+ &, — &—1) = Sa 1—|—§ € L1 donc a lordre le plus bas — = — |1 - fn = &n1 ; de
Va Sa a
1
méme = 5a [1 Snt1 = gn} par simple translation des indices donc aprés substitution et simplification
n+1 a a
d*¢, ¢
— Jiso 9 n—En1 —&n ]
dt2 ag [ g f 1 f +1}
. P& 9% . s
Avec les nouvelles notations, o w et, en effectuant un développement jusqu’au second ordre en a,
0 0 292
ént1 = &z + a,t) = &(z,t) +a ai + ?a— tandis que &,_1 = &(x — a,t) = &(x,t) — a—i + %a—mg Apres
L . . . ) . . . , 0%¢ 0%¢
simplification, on obtient effectivement ’équation de propagation (dite de d’Alembert) Yo Cisoﬁ .
x

Ici m = NM donc ; cette valeur ne coincide pas avec celle (bien connue) que rappelle

|RT
Ciso = Sy 280m/s

I’énoncé, ce qui justifie une amélioration du modéle de la propagation.

Modélisation adiabatique

. lors d’une évolution adiabatique et réversible d’un gaz parfait pour lequel le rapport v des capacités

thermiques est constant .

Vo K
Ici P, V) = PyVy ot Vy = Sa; on en déduit P, = P, ou, au premier ordre, P,
nVn 0VYo 0 ) n 0 |:‘/0 +S(€n ;§n+1) ) p )
S - PyS
P, [1 — %(gn — §n+1)} On peut donc encore écrire mé&,, = _VV% [2¢, — &nt1 — En—1]- En effectuant les
0? PyS?a? 0?
mémes développements que ci-dessus, on parvient & —g = L—g et, avec Sa = Vy et PyVy = NRTy,
ot? mVy Ox?
RT,
on trouve | cy,q = J i 0 ou m
. Numériquement, on trouve | c,qg = 340m/s | qui coincide bien avec la valeur mesurée et valide donc le modéle
adiabatique.
L’analyse en ordre de grandeur des phénoménes de diffusion thermique permet de relier la longueur caractéris-
A2 A2
tique A et la durée associée 7 par D = — ou |7 = ot
T

On peut considérer que les phénomeénes de diffusion thermique n’ont pas le temps de réaliser I’équilibre isotherme

1 ¢ c?
siT>>T:foﬁparailleurs)\:idouenﬁn f< 2]

f f D

Numeériquement cette condition impose | f < 4,5 GHz |, toujours vérifiée dans le domaine audio (borné supé-

rieurement vers 20 kHz.

2 Transmission de ’onde sonore a l’oreille

2.1

12.

Préliminaires

On appelle OPPS une onde (propagation d’une grandeur physique par couplage spatio—temporel), plane (ne
dépendant que d’une seule variable d’espace cartésienne, ici ), progressive (se propageant dans un seul sens de




Paxe (Ox)) et sinusoidale de pulsation w, ce qui justifie le choix de la notation complexe.
2

21. On peut maintenant écrire un nouveau coefficient de transmission, T' =

4Zair anu/45

13. Tl suffit de reporter I’expression proposée dans ’équation de propagation pour obtenir |w? = ¢?k? | Compte
w
tenu du sens de propagation le long de I’axe (Oz), o na donc aussi |k = +— |
c

14. En notations complexes on trouve pyiwt = ikp donc p = Zv avec .
15. On trouve numériquement | Z,;, = 340kg - m2.s7! ‘ et ‘ Zeau = 1,5+ 108 kg - m2.g7! ‘
16. A l'interface, ’onde incidente transporte la puissance Py, qui se partage en puissance absorbée (éventuellement),

puissance transmise Py, au-dela de 'interface et puissance réfléchie P, par 'interface. Les coefficients demandés

P P
sont |R= L et |T = == |.
Pinc 7Dinc
5 5 . s 100 Zl - Z2 2 :
17. En admettant I’absence d’absorption des ondes & l'interface, R+ T =1 donc | R = 712 ) | Ici Zo > 74
1 2
donc |T ~9-107* « 1| tandis que il n’y a pas de transmission et il sera ici difficile d’entrendre dans
I’eau un signal produit dans ’air.
2.2 Utilité de l’oreille moyenne

18. Si on suppose l'ensemble formé de la barre (de longueur hy + hs) et des deux pistons de masse négligeable,

le théoréme du moment cinétique permet d’écrire I’annulation des moments des forces (schéma ci-dessous a

P, hsS: 1
gauche) par rapport au point d’articulation, P;Sihy sin@ = PySohs sin donc | =22 — 222 — — |
Pcoch hl Sl 30
19. De méme on voit (schéma ci-dessus & droite) que v = hlé donc en projection horizontale vy = hlésin9 et
N ; L . Utym hl
de méme vy = hofl donc vepen = hof sin f. Finalement, | —— = — =1,5|.
Vcoch h2
P, P, Sah3 Z
20. Avec Z‘Jym = t Zeoch = coch on trouve facilment Ztym = Zcoch% ou m'
Vtym Ucoch Sl hl 45

qui vaut numériquement

Zair + Zeau/45
T =7,5%|: il y a une forte augmentation de la transmission vers ’oreille iterne par ‘ adaptation d’impédance |.

3 Modéle de 'onde cochléaire

3.1 Equation de propagation

22. Le fluide est incompressible dont 1’écoulement se traduit par la conservation du volume d’eau. Considérons une
tranche de longueur dz, de hauteur z(z) ~ h et de profondeur (constante) £.

- z x +dx .
Z(-'L'y t) dr z(;]; B d.’I}, t)
dr, 0
U(ﬁ,t)5t ..............................
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34.

Ce volume dr(t) = ldx z(x,t) varie de t & t + dt de d7(t) & dr(t + 6t) = ldx z(x,t + 5t) ou z(x,t + 0t) =
z(x,t) + u(x, t)ot donc ddr = lu(x,t)dx dt.

Cette variation de volume est la différence du volume d’eau entrant d7. et du volume d’eau sortant 74 pendant
la méme durée, avec 7, = £z(z, t)v(x,t)dt et de méme d74 = £z (x +dx, t)v(x + dx, t)dt. Toutefois dans ces deux
expressions on ne va considérer que le premier ordre : le terme v(z,t) étant d’ordre 1 on doit développer z(z, t)

a Pordre zéro en écrivant z(z,t) = z(z + dz,t) = h donc aussi 67, — d75 = —Eha—vdaﬁ ot.
x
. . . Ov
Finalement la conservation du volume impose | u(x,t) = —ha— .
x

0 0? o (0
Comme par ailleurs po—v = on peut écrire 8712) = —p()& (U> (au prix d’une permutation des dérivées
x

ot or ox
*p  podu
artielles) donc aussi | — = —— |.
P ) Ox? h Ot
Il suffir de reporter la forme complexe de I’OPPS dans ’équation proposée pour obtenir I’équation de dispersion,
__ pPo. _ 9 wpPQ
—k2p=ZGwoou [ K2 = — =2,
P=" hZm

2m
Avec k = B si k(z) est décroissant la longueur d’onde est une fonction croissante de z :

Réponse de la membrane

Modélisation mécanique

La projection du principe fondamental de la dynamique sur ’axe du mouvement s’écrit | M = F — Kx — o ‘

K
Z=1wM+ao+ — |
iw

_ K
En notations complexes, F' = Miwv + av + —7v donc
1w

L’identification de la pression & une force par unité de surface permet d’identifier la masse surfacique | = M/S |,

le terme de frottement |y(z) = a/S | et le terme élastique | k(x) = K/S |

Détection d’une onde le long de la membrane basilaire

Zon ()| = \/m) ; (wu - y)

La résonance de vitesse se traduit par |Z,,(r)| minimal pour une certaine valeur de w; c’est celle qui annule la

partie imaginaire de Z,, donc

Il est possible d’obtenir des résonances pour les différentes fréquences du spectre audio en différentes abscisses
de la membrane, ce qui permet la détection séparée des graves et des aigus. Comme les fréquences audibles

varient d'un facteur 10° (de 20 Hz & 20kHz), (z) varie comme w? donc d’un .

w,(x) est décroissante (sons graves donc w, faible pour de grande valeurs de x) alors ’ k(z) est décroissnate | en

fonction de z.

9 pgiw 1 . N s . , 2 k'(% N 2 Po
On a vu que k“ = — soit aprés calculs l'expression (réelle) |k°(z) = —w——— |ou |k = — |.
I o+ 5 2@ 4 hyi
w w?
Cas limites de I’équation
2
Lok(x) w . ) 2 g2 W
On aici > — soit w < w,-(z) (limite basse fréquence) donc & ~ koﬁ ou, pour une onde se propageant
w 1 w2(x
. w . . wy ()
dans le sens des ¢ croisants, | k(z) = koﬁ . La vitesse de propagation des ondes est alors | v, = 3 ; elle
wr (T 0

décroit avec x et 'onde se propage de moins en moins vite, jusqu’a s’arréter (on le verra plus loin) en point de
résonance ot son amplitude prend sa valeur maximale (on le verra aussi plus loin).
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Dans le cas limite des hautes fréquences, w > w,(z) donc k* = —ko qui a deux solutions mathématiques
k(x) = +iko. Avec k(z) = +iko on obtient P = Pye'“!e*®, solution non physique avec une croissance indéfinie de

’amplitude de I'onde. On écrira donc | k(x) = —ik | conduisant & une onde évanescente, | P(z) = Pye'*fe 07 |

Puisque w, est décroissante, le domaine x < ¢, correspond au domaine de propagation avec décroissance de
k() jusqu’a la résonance, tandis que pour x > x, I'onde disparait rapidement aprés son point de résonance.

PotW, 1—1 [pows
—— donc |k =
\/i hy

ici on doit prendre Z, = v donc k* = — avec toujours le signe devant k imposé

par le caractére atténué de ’onde.

Solution approchée pour z < z,

Par deux dérivations successives, on trouve d’abord (z) = A(z)e™™) puis ' (z) = ") [A'(z) + w "(z)A(x)] et
() = ) [A" (z) + 2ip' (2) A (z) + i¢" () A(z) — ¢*(2)A(z)]. Comme p’(z) = k*(z)A(z)e'? @) ou k?(z)

est réel, on identifie les parties réelle et imaginaire et on obtient d’une part ‘ A (z) — @ (x)A(x) = —k*(z) A(x) ‘
et d’autre part ‘2A/(a:)cp'(x) = —¢"(x)A(x) ‘

SD//(x)__A/(x)ménean /| = cte — 2In A(z) donc | ¢ (z) = ——
¢'(z) T Alz) lnlg'} = cte ~2In Afz) done | '(z) A%(z) |

On peut négliger A” devant k>A si la distance caractéristique de variation de amplitude A(zx) est nettement

L’intégration de

plus grande que la longueur d’onde; on a alors A(x)¢"*(x) = k?(x)A(z) soit | ¢/ (x) = —k(z) | puisque ¢’ (z) < 0
car a < 0; on peut aussi reconnaitre la solution limite ol k() est constant comme ¢(z) = —kz donc ¢'(z) < 0.

— xT
Wa) tandis que ¢'(z) = —k(x) s’intégre en ¢(z) = o — / k(2")dz" d’om D'espression
z 0

complexe de l’onde de pression, | p(z) = 4/ m exp [ (gpo - / k(x')dx )} i

Si w — wy(x), k(x) — oo : il n’est plus possible ici de négliger le terme d’amortissement dans 1’expression de k.
—poiw . _ B h k2 [—a /I N
= 25 T exp|—i [ k(x))de!| d
L2 W7 ou encore Z oo\ B exp | —i ; (z')dz"| donc, en

remplacant k%(x) par son expression et en revenat aux parties réelles, z(x,t) = Re (Z( ) “"t) fournit comme

demandé | z( t)—L —@ wf(sc)_l _3/4005 t—/z '(z)da’
2(z, _Mwﬂlko 3 w O@xx !

Comparaison aux données de simulation

Le point de résonance est en .

On voir que "amplitude de 'onde augmente en méme jusqu’a la résonance en méme temps ge w — w;., k — oo
donc A — 0.

On a vu que A(z) =

La relation p = Zu s’écrit aussi p =

La résonance fait que la totalité de I’onde est absoerbée en ce point.

Pour = > z,, w > w, donc 'onde est rapidement atténuée.

4 Oscillations de la touffe ciliaire
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—

fr=—-rXé; |et fo=—K(X — d)é,

1 1
De méme on a Ef:ef+§nX2 et E():eo+§/-€(X—d)2

1 d €, —
AE =€, — € + 5/1612 — kXd qui prend la forme demandée si on pose et | Xo = 3 + ¢ 2,«;d€f .

exp (—E,o/kT)
xp (—E,/kT) + exp (—E¢ /KT

P, =Cexp(—E,/kT) et Py = Cexp(—E;/kT) avec P, + Py =1 donc P, =

1
1+ exp (AE/KT) |

qui s’écrit encore | P, =

1
On écrit encore | P, = - donc P, —+ 1si X > Xget P, — 05si X < Xg; ’allure de la
1—|—exp( R (X — XO))

courbe est tracée ci-aprés dans deux cas limites.
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<f> = Pofo+ Prfr = —k[Po(X —d) + (1 — P,)X] €, ou, aprés calculs, <f‘> = k(X —dP,)Z, |

La somme des forces exercées sur les N ressorts est aussi égale & N fois al valeur moyenne de la force exercée
par un ressort, d’ou le résultat.

Si X > d alors X > dP,; si de plus X > X, alors ‘ F~—(Nk+r)X ‘ : la réponse est linéaire.

Ici exp (AE/ET) = exp (—ZPRX];TXO> ~1— ZPR% a Pordre le plus bas, d’ou P, = W
ou, toujours a l'ordre le plus bas, | P, = % + ZPR% .

La stabilité impose (2)—5 <0

Ici F ~ —kN {X —d (; + ZPR)z]:;(O)] — k(X — X4) qui s’écrit aussi F' = — <NI€ {1 — ZCP;} + Iit> X +cte

donc il y a instabilité si | Zpr > 4kT (1 + ;—t) en X =0.
K

On retrouve bien pour Zpg faible une position d’équilibre stable, unique, en X = X tandis que pour Zpg plus
élevé cette position d’équilibre devient instable et est entourée de deux autres, stables, décalées symétriquement
par rapport & la précédente.

Solutions proposées par P. Rouz, paul.roux@fauriel.org.



