Physique B - XEULC - Filiére PC

Dynamique de lignes de tourbillon dans

les fluides parfait

1. Léquation de Maxwell-Ampere de la magnétostatique s’écrit : ot B(M) = o 7(]\/./). Lanalogue
du champ des vitesses est le champ magnétique. N

Remarque : attentign aux symétries, 1 est un vecteur polaire et B un vecteur axial et alors que &
est un vecteur axial et j un vecteur polaire.

2. Le champ magnétique vérifie aussi : divB (M) = 0. Son équivalent pour le probleme fluide
considéré est donc div 7 (M) = 0, qui traduit le caractére incompressible de I'écoulement.

3. Lethéoreme d’Ampeére s’énonce ainsi : la circulation du champ magnétique le long d'un contour
est égale a y fois I'intensité du courant traversant ce contour, ce qu’'on peut écrire :

55 B(P)-dip :uoff 7 -dSy,
Pe€ Me&

ol . est une surface s’appuyant sur le contour €.
Pour le probleme fluide :

515 II(P)-E?p:ff @ (M) -dSy,.
Pe€ Me&

Remarque : ce n’est rien d’autre que I'écriture du théoreme de Stokes.

Pour simplifier, on écrira : 6, = ®,,.

4. Un plan de symétrie de la vorticité est plan d’antisymétrie du champ des vitesses U et réci-
proquement. Donc % (M) est orthogonal a tout plan de symétrie de la vorticité et tangent a tout plan
d’antisymétrie de celle-ci.

La notation X pour désigner le vecteur position est curieuse et non explicitée, elle a pu désarconner
certains candidats.

5. Le plan (M, €., €) est plan de symétrie de la vorticité, donc @ (M) est dirigé par €y : U (M) =
u(M)€y. La distribution de vorticité étant invariante par tout translation selon €, et par toute rota-
tion autour de 'axe (Oz), u(M) = u(r). Finalement : @ (M) = u(r) €p.

On applique le théoreme de Stokes le long du cercle passant par M, d’axe (Oz) : 2nwru(r) =T.

Donc: r
UM =—7¢y.
2nr

1 Mouvement de lignes de vorticité

6. Les symétries et les invariances sont les mémes que pour le probleme de la question 5. La
circulation de U le long du cercle de rayon r est toujours égale a 271 u(r). Pour exprimer le flux de &,
il faut distinguerlecasr<a: ®, = Qnr? etlecasr>a: ®, = Qua’.

Donc:
— Qr_,
pourr < a, u(M)zTeg
o Qa*_,
pour r > a, u(M):?eg
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7. Lévolution de la vorticité au cours du temps est décrite par la dérivée particulaire de @ :

DB(M H= aw(M N+ (d-grad)w (M, 1)
Dr T T SAG@IAL B
— — = — — — u(r) 0 — -
Or, pour un champ de la forme % = u(r) €y etavec Q = Q¢ ,, (U -grad) s = —%(Q €;)=0.Par
r

—

— ow —
ailleurs, @ ne dépend pas explicitement du temps donc rTi 0.

D&
Finalement: — = 0 : I'advection de la vorticité par ce champ de vitesse en modifie pas la distri-
bution de vorticité. Le tube de vorticité reste donc immobile et invariant dans le temps.

8. Au niveau de la ligne 2, le vecteur €y de la ligne 1 est — € ;, de méme pour le vecteur €y de la
ligne 2 au niveau de la ligne 1.

z
A
—Tyey I
JaWa) T > )
71(a) (1)
Donc: r
U (V) = —ﬁ?z = U»(11)

9. Au niveau de la paroi, la vitesse est tangente a celle-ci, donc u( y=0)- ?y =0.

10. Onveut que # soit tangent au plan y = 0 en un point de ce plan. Il faut donc que le plan y = 0
. , . L. e .2 . . . . = —
soit plan d’antisymeétrie de la vorticité : la circulation de la ligne fictive est I' f = —I'g €.
Le mouvement ultérieur de la ligne de vorticité est donc celui qui a été étudié a la question 8 (en

I'o
remplacant ¢ par 2d) : elle se déplace dans les sens décroisant de I'axe (Oz), a la vitesse —ﬁ €.

2 Anneau de vorticité

11. Le plan de 'anneau est plan de symétrie de la vorticité donc, en un point de ce plan, 7 est
orthogonal a ce plan : la vitesse est portée par €. Par ailleurs, 'anneau est invariant par toute rota-
tion autour de I'axe (Ox), % (P) ne dépend pas de 0. Enfin, un point de 'anneau est par définition un
point de coordonnées r = R et x fixé. Finalement, en tout point de 'anneau, U = V€, Lanneau est
en translation parallelement a son axe.

On peut se demander si le champ de vitesse est bien défini au niveau de l'anneau de vorticité.

12. D’apres le résultat de la question 5 par exemple, on peut affirmerquea=—-1letf=1:V=C T

r
13. D’apres le résultat de la question 10, au niveau des trois derniers points: V = —2.

/2
On mesure une distance parcourue d’environ 15 mm sur la figure 5 entre 'antépénultiéme et le
dernier point, donc en 0,42 s. Le facteur d’échelle est de 45 mm pour 1 cm, ce qui représente une
1072 1

= ~8x103ms L.
3x0,42 126

distance parcourue de 1/3 de cm. On en déduit: V =
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La distance d correspond a 5 mm sur la figure, sachant que 1 cm est représenté par 17 mm, donc
5
d=—=0,3cm.
17

Onen déduit: [Ty| =V x47d ~8x4rx3x10°=3x10"*m*s ' =3 cm®.s™".
14. On observe bien un mouvement rectiligne et uniforme dans la premiere phase du mouve-

ment. Uanneau parcourt 3 cm en 12 x 0,21 s. Dans cette phase, son rayon est de 25/45 cm (on mesure
25 mm pour R et I’échelle donne 45 mm pour 1 cm).

Alors, en exprimant toutes les distances en cm :
VR 3 25 1 25 10

C= = X — X — =~ = —=~2x10""L.
ITo| 12x0,21 45 3 2,5x45 45

15. Les lignes de champ dipolaire autour de I’anneau ont I'’allure suivante :

N
Le moment magnétique d’une boucle de courant est : .#/ = IS7. Dans l'expression du champ
.
magnétique créé par un dipole (expression qui n'est pas au programme de la filiere PC), figure g H M H
12 o1 dans la formule (4) on trouve simplement | 7i||. On prendra donc : y.# analogue a i, soit m
analogue a uoIS7. Comme I est analogue a pg 1, il vient :

m=TS7 =TnaR*7,

oll 71 est le vecteur unitaire orthogonal au plan de 'anneau, orientée selon la « régle de la main
droite ».
16.

r

— —

e, m €r,
E U i ‘

A grande distance, I'approximation dipolaire est valable.

Pour 6 = 0 (point My), €, = €, cosd =1 et sinf = 0, alors que pour 0 = 7 (point My), €, = — €y,
cosf =—-1etsinf =0.

Finalement, en tout point de I'axe (Ox), a la distance L > R du centre de 'anneau :

I'zR* __, TR*_,
<P o

—>
u =

RS

17. On obtient immédiatement: 7/ ;_» = PRCE ey.
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Pour 1Z,_.1, il faut faire attention au signe ! D’apreés la question précédente, le champ des vitesses

est dans le méme sens de part et d’autre de 'anneau. Donc: uy_.; = 2;(—;3 e y.
18. D’apres les questions précédentes, on peut écrire :
?t) _dxl_e, . FZRS +CF1 Z,
YUar T 2e® TR T
S _dno  (DiR) Ch)
*Tdr Y263 Ry )T
On soustrait ces deux équations, on projette sur €, on obtient :
—=—_(RP-LR))+C|=-—]|.
dr 2€(t)3( 1R - ToRy) R R

d
19. En faisant apparaitre les grandeurs 6 et €, I'expression de d—i devient :

d 61“R2 r F 3 61/3
&S D o1 ) = ( 2]
2Ce

ar - 2e? TR TR\ Eup

. d¢ e . d¢ .
Si &y > ¢, alors — (¢ = 0) > 0. Donc £(f) augmente initialement, mais si {(f) augmente, P aussi

d’apres I'expression ci-dessus, la dérivée reste donc positive : les deux anneaux s’éloignent.

d
Inversement, si &y < &, alors d_f‘(t = 0) < 0. Donc é(f) diminue initialement, mais si ¢(#) dimi-

d¢ 1 . . e .
nue, a4 aussi d’apres I'expression ci-dessus, la dérivée reste donc négative : les deux anneaux se

rapprochent.

20. Ce modele ne permet pas de décrire la collision des deux anneaux dans le cas ot ils se rap-
prochent car 'approximation dipolaire pour exprimer le champ des vitesse n’est plus valable. Par
ailleurs, il donne une vitesse infinie, ce qui pose probleme.

3 Auto-induction d’une ligne de vorticité
21.

. ) . cr
Pour I'anneau de vorticité, £ = €g, 1 = — €, et & = R, 'équation (6) donne donc : 7 = ?_e’x.

On retrouve bien les résultats de la partie 2.
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22, Léquation (6) donne :

0
0°z
T[ZCTO 6x2
%
0x?
orw=2Y2 D22 vec, parexemple: 2X = Y L (gradY). Or rady = 2 et =0
"Dt Y Dr * P P Dr T o g Ors T ox S
DY aY ) o DZ 0Z
Donc: — = —. De méme, on établit que — = —.
Dt ot Dt ot

On obtient bien le systéme d’équations demandé.
23. Onremplace Y (x, 1) et Z(x, t) par les expressions proposées dans le systeme précédent. On
obtient, apres simplification par expi(wt — kx) :

iwYy—CTok®>Zy =0
CTok?Yo+iwZy=0

Ce systeme en (Yy, Zp) n'a de solutions différentes e (0,0) que si son déterminant est nul, ce qui donne::
w? = T2k,

ou encore :
w(k) = C|Tolk*.

On suppose que w > 0.

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

k/CI(Ty|

w
La vitesse phase v, = T dépend de k : les ondes sont dispersives. Deux ondes de longueur d’onde

différentes ne se propagent pas a la méme vitesse.

24. Le systeme de la question 23 se simplifie en une seule équation : Zy = i Yy. Londe de Kelvin
est polarisée circulairement (les deux composantes ont méme amplitude et sont déphasées de 7/2 :
I'extrémité du vecteur % décrit donc un cercle dans un plan x =cste).

Si k > 0, la polarisation est circulaire droite, si k < 0 elle est circulaire gauche (la convention est :
I’observateur voit I'onde arriver vers lui).

A un instant donné, la ligne de vorticité a la forme d’une hélice (« tire-bouchon »).

25. Pour que I'approximation des petites déformations soit valable, il faut que |Y| et | Z| restent

21
petits devant A = Tk
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4 Sillage d’'un avion

26. Le schéma dans le plan x =cste donne :

On obtient immédiatement: d(x,t) = +2Y (x, t).
27. En utilisant les résultats précédents, on peut écrire :

Tor(r, )= ——0 7, - o ¢

U T ondgn T 2m(0+2Y(x, 1)

28. 1 1 1 11 2Y(x, 1) . d Y(x, 1)
777 —1+2Y(Zm Z —T , au premier ordre en .

Donc: Wa_.q(x, £) Lo , To Y (x, £)
t Uy (X, ) =——+—=Y(x,1).
2=l 2nl w2

On reporte dans |’expression (6) et on utilise les équations (7) et (8). On obtient bien les équations
(13) et (14) demandées.

29. O (6,0 = Z06 )+~ 1. Alors: 2 =92 To 7 _Z
. Un pose ¢ (x, X, — or$s: — = — .
P 2nl ot~ ar 2l 92 ox?

Le systeme précédent devient :

oy cr 0%¢

or ~ Yox?

o %Y T,

— = 0_+_

ot 0x?>  ml?

Ce changement de variable revient a étudier '’écoulement dans le référentiel lié a la ligne de vor-

3
om0

30. En procédant comme a la question 23, on obtient le systéme vérifié par (Y, (o) :

ticité (Cf. question 10), en translation rectiligne et uniforme a la vitesse —

iwYy— CTok?Co =

To
(CT k2_7) Y()+ZCUZ() =0.

Comme a la question 23, le systéme n’a de solution non nulle que si son déterminant est nul, ce qui
s'écrit :
Cr2
w? = C*T3k* — —2k% = C°T3k° (K* - k2),

02
1
ou k; = .
N nl*C
Si w” <0, w est imaginaire pure, ce qui est le cas pour k < k.. Dans ce cas, w se met sous la forme

i
w = t£—. Les solutions sont donc en exp(—£/1) ou exp(+#/7). dans ce dernier cas, le systeme admet de

T
solutions exponentiellement croissantes dans le temps.
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2
31. k<k;pourdA>A,= k_n =2nvnCet.
C
32. 0 =|Im(w)| donc 0% = —w? puis :

0'—C|F |4_712 i_i—ﬂ A_%_A_%
ANV 2T eV a2

11 est plus simple de dériver o que o par rapporta A.

2
do? do |ro|) 202 4Al
Onobtient: — =20 —=|— | |—— +—C).
dA dA (nﬁz ( A3 Q8
o est extremum pour A,, = V2. = 2aV21Cl. o est positif ou nul et s'annule en A, et a I'infini :
I'extremum trouvé est bien un maximum.

T
33. La courbe demandée est (on a posé a = 7?2|) :
/2
0.6
0.5

0.4

0.21

0.1-

0'0 ! g | ! ! ! !
0.0 0.5 1.0 /‘1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

A

A
34. En prenant C = 0,2 (Cf. question 14), on obtient : 7m =2nV2nC=2m/1,25=2%x3x%x1,2=7

(on surestime un peu /1,25 donc on sous-estime un peu 7.)

Sur la figure 8, on évalue le rapport A,,/¢ (période de la déformation / écart moyen entre les deux
lignes) a 10. L'ordre de grandeur obtenu est tout a fait compatible avec les images de la figure 8.

35. Le systeme de la question 30 se réduit a la seule équation :

Co=—2 vio—i 1 Y
=——Yy=i1/1- =Y.
07 Crok? ° 22"

Londe est polarisée elliptiquement, les axes de I'ellipse étant les axes (Oy) et (Oz).

Quand 1 « A¢, lapolarisation est circulaire, quand A = A elle est rectiligne selon Oy. Donc quand
A augmente et e rapproche de A, la polarisation elliptique « s’aplatit » et ’ellipse devient quasiment
un segment de droite.

Les polarisations des lignes 1 et 2 sont de sens inverse (I'une droite, I'autre gauche).

On retrouve la polarisation circulaire de la question 24 dans la limite o A < A, : c’est normal car,
dans ce cas, A < ¢, ce qui revient a dire que les deux lignes sont infiniment éloignées 'une de I'autre
al’échelle de la déformation.

Corrigé proposé par EMILIE FREMONT & MARIE-NOELLE SANZ
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