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corrigé proposé par François Macquaire (surtout), Mickaël Four, Thomas Fontecave, Nicolas Sard


	1. Quelques éléments situant le contexte de l’étude	
1. La première détection d’une planète extrasolaire date des années 1990 (1995 d’après ENS BCPST 2015).

2. Ce sont environ 4000 planètes extrasolaires qui ont déjà été détectées.

3. Voir aussi ENS BCPST 2015. On peut citer :
- interférométrie par analyse du spectre d’émission de la lumière reçue ;
- mesure d’une vitesse radiale par effet Doppler (la gravitation a un effet sur la vitesse de l’étoile) ;
- méthode des transits (occultation de la lumière émise par une étoile lors du passage d’une planète).

4. Par lecture du sujet, un disque protoplanétaire est constitué de fines particules (poussière) dont la composition chimique est similaire aux roches situées sur la planète. Dans le cas de gaz, on retrouve de l’hydrogène et de l’hélium.

5. La formation du disque est due à la diffusion des particules sur la trajectoire circulaire du nuage.


2. Orbite autour d’une étoile
6. Dans le système de coordonnées cylindriques, position, vitesse et accélération s’écrivent :



 ,    et    .
Ces expressions ne sont pas exigibles…



Pour une orbite circulaire, avec r constant et  z = 0 , il reste  ,    et    .


7. Dans le cas général, la force gravitationnelle s’écrit    .

Dans le cas où le mouvement est imité au plan (O, x, y), on a    .





8. On applique la seconde loi de Newton à la particule test sur son orbite circulaire :   . Par projection des expressions précédentes sur , il vient alors    =  .



Comme  vK =  , on peut écrire  vK =   soit   vK =  .






9. Le mouvement circulaire étant uniforme,  ΩK =  =  =   d’où    =    qui constitue la troisième loi de Kepler.



10. L’énergie cinétique est définie par  Ek =  m vK2  d’où   Ek =  .


L’énergie potentielle est obtenue par intégration de la relation    pour un mouvement circulaire. Avec la limite choisie, on a   Ep =  .


11. De manière évidente :    .


3. Structure d’un disque protoplanétaire : profil de température
	

12. On réalise un processus d’intégration sur les variables θ (qui varie de 0 à  θmax = arcsin ,  étant alors tangent à l’étoile comme le montre le schéma ci-contre) et φ (qui varie de 0 à π pour l’ensemble des points situés au-dessus de (M, x, y)) :
	








  soit     où  θmax = arcsin .

13. Le texte identifie la puissance reçue et la puissance réémise :



  d’où     avec  θmax = arcsin .






14. D’après le développement limité fourni,  θmax = arcsin ≈  +    pour   ≪ 1 .

Par ailleurs,  sin(2 θmax) = 2 sin(θmax) cos(θmax) = 2 sin(θmax)  


Ainsi,  sin(2 θmax) = 2    par un autre développement limité.


Alors    soit    .

15. On ne peut pas dire qu’il ne faille utiliser que des « arguments simples »…
	

La puissance totale émise par l’étoile, 4 π R*2 L*, se conserve. Cette même puissance est ainsi répartie sur la sphère de rayon r et un élément de la surface reçoit alors la puissance surfacique  ps =  =  .
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L’élément de surface dS’ n’appartenant pas à la sphère de rayon r, il faut tenir compte du produit scalaire entre  et la normale à la sphère ( sur le schéma de droite ci-dessus). L’angle entre ces deux vecteurs vaut  π/2 - α  avec l’angle α très petit qui vaut, en ordre de grandeur,  α =  . Avec  cos(-α) = sinα ≈  , on obtient que la puissance reçue par unité de surface au point M est proportionnelle à  d’où      puisque  pr = σ T4 . On trouve bien le même type de relation qu’à la question précédente.




16. On reprend le début du raisonnement précédent avec ici directement  pr =  = σ T4  d’où     . Dans ce modèle, la température varie comme .


4. Structure d’un disque protoplanétaire : répartition de sa masse
4.1. Profil radial
	

17. La figure 5 donne un diagramme en double échelle logarithmique. La relation proposée peut s’écrire  log = - p log
ou  log(Σ) = - p log(r) + log(Σ0) = - p log(r0) 
Le coefficient p est directement obtenu à partir de la pente du diagramme log-log.
On trouve grossièrement :


	




18. On peut penser que les positions de Mercure et de Mars ont évolué par rapport à leur disque protoplanétaire d’origine, peut-être par collision avec une (grosse) météorite. La proximité du Soleil pour Mercure peut également faire penser à une agglomération incomplète du disque gazeux dans la formation de l’étoile. L’existence d’une ceinture d’astéroïdes un peu au-delà de l’orbite de Mars peut également fausser la masse prise en compte pour cette planète.

4.2. Profil axial
19. On utilise la seconde loi de Newton appliquée à la particule mésoscopique de volume dτ dont le mouvement est un mouvement de rotation d’axe Oz. Cette particule est soumise à :

- la force gravitationnelle    (voir question 7)


- la résultante des forces pressantes   = – P dτ



L’énoncé suggère que le mouvement est circulaire uniforme. Compte tenu des résultats de la partie 2, on a alors  vθ = vK =   et l’accélération s’écrit   = –  .






On obtient ainsi  – ρ dτ  =  – P dτ  soit   ρ  =  + P .

20. On projette cette relation vectorielle sur la base cylindrique.







- sur  :  ρ  =  +   d’où    = –  + ρ  





- sur  :  0 =  +   d’où    = –  
Le choix d’un champ de pression indépendant de θ justifie par ailleurs que vθ est bien constante (mais l’expression du gradient en géométrie cylindrique est hors programme).
21. On se laisse guider par le texte avec  P = ρ cs2  et en utilisant l’hypothèse  |z| ≪ r :








 = cs2  = –  ≈ –  = – ρ vK2   soit    = –   avec  H(r) =  .
cs et vK étant de même dimension, H est bien homogène à une longueur.

22. On intègre par rapport à z à r constant en séparant les variables :




  = –   d’où    soit  

Et finalement   ρ(r,z) = ρ0(r) exp .



23. D’après l’expression de H(r),    d’où    .
La dépendance du rapport d’aspect  H / r  dépend ainsi du signe de  1 - q .

	
24. On calcule   ≈ 3.10-2 


Avec  q =  ,   .
Le texte évoque un système de coordonnées adaptées : il nous engage fortement à tracer un diagramme semi-log compte tenu de la fonction puissance. Le graphique ci-contre est obtenu en estimant les valeurs extrêmes :
	





(r = 0,01 UA) ≈ 3.10-2 (0,01)1/8 ≈ 10-2  et  (r = 1000 UA) ≈ 3.10-2 (1000)1/8 ≈ 6.10-2

	25. Il faut revenir à la définition de Σ(r) qui est la masse surfacique.
Dans le cylindre élémentaire infini compris entre r et r + dr :
• dm = 2 π r dr Σ(r)  (surface de la couronne ⨯ masse surfacique)

• dm = 2 π r dr   (volume ⨯ masse surfacique, intégré sur toute la hauteur)
Par identification, et d’après l’expression de ρ(r,z) établie en 22 :


	





Avec l’expression (6) fournie, on obtient :    soit    .



26. D’après la relation qui vient d’être démontrée,   soit    .




27. On reprend l’expression de P(r, z = 0) :  P(r, z = 0) = ρ0(r) cs2  d’où   .


Cette relation de proportionnalité permet d’établir la relation    avec    .
La pression est donc une fonction décroissante de r (n > 0  puisqu’on a obtenu  p = ³/₂ en 17).



28. On déduit de    que    (fonction décroissante).
Alors, d’après la relation (12) fournie,  vθ < vK  soit   Δv = vθ – vK < 0 .

4.3. Justification du caractère négligeable de la gravité du disque

29. On peut envisager que la réponse du système face à la perturbation mécanique est limitée par la vitesse de propagation des ondes acoustiques dans toute la sphère. Compte tenu du fait que la perturbation est localisée à la périphérie et par analyse dimensionnelle, on peut proposer   τstab =  .


30. Pour exprimer ce temps caractéristique, considérons que la masse volumique est uniforme. Le champ de gravitation à la périphérie de la boule est alors   .


Si on « néglige » sa variation avec le rayon r, le temps de chute dans une situation de mouvement uniformément accéléré donne :    d’où    .
La littérature (Spitzer 1978) donne un résultat différent mais avec un modèle plus complexe et un processus d’intégration inaccessible pour des étudiants.



31. On peut considérer que le système est stable si le temps caractéristique pour le retour à l’équilibre est plus court que le temps d’effondrement :    soit    .



32. On a l’impression que le texte ne souhaite qu’une analyse dimensionnelle. L’énoncé (relation (2)) donne l’unité de G :  [G] = m3.kg-1.s-2 .   donne alors    et on retrouve bien une longueur.


33. Certaines données numériques sont proposées à la question 24 et le graphe de la question 17 donne la valeur de Σ0 pour la Terre :    soit  Q ≈ 25
On obtient  Q > 1 , ce qui semble en accord avec le fait de négliger l’effet gravitationnel (au dénominateur) devant l’effet d’accélération de rotation (au numérateur).




5. Couplage des poussières avec le gaz
	34. On considère une particule de rayon r se déplaçant à la vitesse v. On suppose que sa trajectoire reste invariable (rectiligne et uniforme). Alors, pendant un temps Δt :
• la longueur parcourue est  Δl = v Δt ;
• le volume cylindrique balayé par la particule est :  ΔV = π r2 Δl
	



Au cours de son mouvement, elle rencontre les autres particules du milieu, supposées fixes, et donc subit des chocs au nombre de  N = n ΔV = n π r2 Δl .



Le libre parcours moyen est la longueur moyenne parcourue entre deux chocs :  ℓ =  =   soit   ℓ =  .
Un raisonnement plus complexe introduit un caractère mobile des molécules cibles. On doit tenir compte d’une vitesse relative et l’expression du libre parcourt moyen diffère alors d’un facteur .

35. On se trouve dans une situation de statistique de Boltzmann, c’est-à-dire où la probabilité que la vitesse de la particule soit comprise entre v et v + dv fait apparaitre un facteur exponentiel où l’on retrouve le rapport entre le « terme radial » de l’énergie cinétique de la particule (½ m vr2) et l’énergie d’agitation thermique (kB T) :



d𝒫 = B exp dv = B exp dv  d’où, par identification,  β-1 =  .
L’argument de l’exponentielle devant être sans dimension, β-1 est homogène à une vitesse au carré : β-1/2 est une vitesse caractéristique de l’ordre de grandeur de la vitesse moyenne des particules de gaz.
Le facteur préexponentiel B est obtenu par une condition de normalisation : la probabilité de trouver toutes les vitesses possibles est égale à 1. Dans cette expression, v représente la vitesse radiale, positive ou négative. On retrouve alors l’intégrale donnée par le relation (6) :


  soit    .







36. On utilise la loi de composition des vitesses :   =  +   soit   =  -  .




On obtient ainsi    = (vr - U cosθ)  + (vθ + U sinθ)  + vφ  .

	37. Dans le référentiel mobile (O’,x,y,z), c’est la vitesse radiale qu’il faut prendre en compte pour la réalisation d’un choc avec la surface dA :  vr’ = vr - U cosθ . La particule de gaz doit se diriger « vers » le centre O’ pour que la collision soit effective : on doit avoir  vr’ < 0  soit  U cosθ > vr .
Posons  dr = |vr’ dt| = (U cosθ - vr) dt : dr est le chemin parcouru vers O’ entre t et t + dt qui conditionne un choc avec la surface dA. Les particules de gaz sont alors contenues dans le volume  dV = dA dr .
On utilise alors la statistique de Boltzmann pour en évaluer le nombre :

	



L’examen de la relation (19) fournie un peu plus loin montre que l’énoncé confond vr avec v. De plus, il est nécessaire d’exprimer l’élément de surface en coordonnées sphériques :  dA = a2 sinθ dθ dφ  (hors programme).
Finalement,


	38. On reprend en coordonnées sphériques les fondements de la théorie cinétique des gaz (hors programme).
Le choc de la particule de gaz produit une modification du vecteur vitesse similaire à une situation de réflexion sur une surface plane :
  soit    .

39. Pour établir la force subie par la particule de gaz, on utilise la seconde loi de Newton (référentiel galiléen) :    .
	[image: ]



40. Compte tenu de la symétrie sphérique de la particule, la force exercée sur la poussière en mouvement à la vitesse    est dirigée selon  (invariance par rotation autour de l’axe O’z). Les autres composantes s’annulent par effet de sommation et de symétrie. On utilise aussi la loi de l’action et de la réaction, à savoir que la force  subie par la poussière est l’opposée de la somme des forces subies par les particules de gaz.




La sommation est à la fois spatiale sur θ et φ mais aussi probabiliste sur la vitesse v : 

Cela correspond à l’expression (19) avec    .
A priori :   et    avec   .

41. On peut par exemple comparer la vitesse U de la poussière à la vitesse caractéristique  du modèle de Boltzmann pour les particules de gaz. On retrouve bien la comparaison de ces deux grandeurs dans l’expression de   .

42. À la limite des faibles vitesses, pour    soit  S ≪ 1 , par développements limités :



Φ(S) ≈  (1 - S2) + 2  





En se limitant au premier ordre :  Φ ≈  + 2  = S –  + 2 S +   soit   Φ ≈  .
On obtient bien  Φ ∝ S  soit  F ∝ U : il s’agit d’une situation « classique » de frottement fluide, avec une force proportionnelle à la faible vitesse de déplacement de la sphère dans le nuage de gaz (voir aussi question 44).
Difficile de voir en quoi remplacer la sphère par un disque permet d’interpréter ce résultat…







43. À la limite des grandes vitesses, pour    soit  S ≫ 1 , avec le développement asymptotique donné :





Φ(S) ≈   +   









D’où  Φ(S) ≈ S  +  +  S2 – S  +  +  –  =  (S2 + 1)  soit   Φ ≈  S2 .
On obtient bien  Φ ∝ S2  soit  F ∝ U2 : il s’agit d’une autre situation « classique » de frottement fluide, avec une force proportionnelle au carré de la vitesse élevée de déplacement de la sphère dans le nuage de gaz.
Difficile de voir en quoi remplacer la sphère par un disque permet d’interpréter ce résultat (bis)…



44. La loi de Stokes, valable aux petits nombres de Reynolds et pour un fluide infini, s’écrit    = – 6 π η a  .


6. Dynamique des poussières dans le disque protoplanétaire
45. Cette expression est compatible avec la réponse à la question 42 : la force est proportionnelle au carré du rayon de la particule et à la vitesse relative de la particule dans le gaz (notée alors U).

46. Il s’agit du PFD projeté sur  : on a alors   .
Comme vu en 6, la vitesse et l’accélération orthoradiales valent    et   . Ainsi 
 .
L’attraction de l’étoile se décompose sur  et  seulement (comme  : voir question 7) donc la seule composante de force appliquée à la poussière sur  est celle de la force de friction, avec les vitesses projetées sur . Ainsi,      qui est bien de la forme proposée.

6.1. Mouvement vertical : sédimentation
47. Pour une poussière sphérique :   , d’où  .
Par identification,    .
Le temps caractéristique de sédimentation est proportionnel au rayon des particules de poussière et à leur masse volumique. Il est plus élevé pour les poussières les plus massiques.

48.  , d’où   . On a    avec    .
Si    alors    donc   . Les grosses poussières ont un temps de sédimentation long devant la période képlérienne. Le comportement dynamique des grosses poussières est contrôlé par la rotation autour de l’astre.
Si    alors    donc   . Les petites poussières ont un temps de sédimentation court devant la période képlérienne. Le comportement dynamique des petites poussières est contrôlé par la sédimentation.

49. On injecte les relations  z = Z H  et  t = T / ΩK  dans l’expression (26) :




50. Avec  H / r ≪ 1  et  Z ≪ 1 , il reste    .

51. L’équation différentielle du second ordre    est associée à une équation caractéristique de discriminant   .
• Si   (c’est-à-dire si   , pour les petites poussières) :  . Les solutions de l’équation caractéristique sont    et la solution de l’équation différentielle est apériodique :

• Si   (c’est-à-dire si  ) : . La solution de l’équation différentielle est apériodique critique :

• Si   (c’est-à-dire si   , pour les grosses poussières) :  . Les solutions de l’équation caractéristique sont    et la solution de l’équation différentielle est pseudo-périodique :


52. Si   , (c’est-à-dire si   , pour les très petites poussières) :

Le terme en    décroit très rapidement : il ne décrit pas l’évolution de . Après un temps très court,  devient alors :

D’où    . L’expression donnée de  est bien équivalente à  pour les faibles valeurs de .
• Si   (c’est-à-dire si  ),    . On retrouve bien    dans l’expression donnée de .
• Si   (c’est-à-dire si   , pour les très grosses poussières),    . L’expression donnée de  est bien équivalente à  pour les grandes valeurs de .

	53. Voir ci-contre.
Pour les petites particules, le temps caractéristique de la friction est court, donc la friction a une influence importante : la sédimentation est longue, on est en régime apériodique.
Pour les grosses particules, le régime est pseudo-périodique avec amortissement très faible, donc la sédimentation est lente. En effet, le temps caractéristique de la friction est très long devant celui de la rotation autour de l’étoile.
	


6.2. Mouvement radial
54. En remplaçant vθ par vK , 
Or    donc  .
Ainsi    d’où     puis l’équation (29).

55. D’après (29),   .
L’équation radiale de (28) devient alors    ou


56. L’hypothèse d’une faible différence entre les vitesses des poussières et du gaz se traduit par  .
On a alors :  
Or   , d’où  
Et finalement      qui est (30).

57. En régime stationnaire,   , et on suppose   . Il reste alors   .
En divisant par  et en multipliant par :   d’où    .

	58. Voir ci-contre.
L’interprétation de  est la même que celle selon : les petites particules ne dérivent pas car la friction est trop importante et donc leur vitesse radiale trop faible ; les grosses poussières ne dérivent pas car trop massiques, la friction est donc trop faible.
Puisque  W < 0 , la dérive radiale est toujours à  vr < 0 , donc les poussières se rapprochent toujours de l’astre (cf question suivante). Ainsi, r(t) est strictement décroissante donc bijective.
	



59. On peut faire l’hypothèse que les poussières moyennes, à la distance 1 UA de l’astre, dérivent et tombent sur l’astre. Les grosses poussières qui restent sur leur orbite deviennent des planètes par accrétion des petites poussières restant sur cette même orbite.
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