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Partie 1 :	Boîte à électrons
1.1 Îlot capacitif
[1]	D’après les définitions données par l’énoncé,

	L’énergie stockée dans les trois condensateurs vaut :

	Le travail fourni par les générateurs vaut :

	On en déduit :

	soit :

On peut récrire ce résultat sous la forme :

[2]	La charge électrique de l’îlot est la somme :

	On en déduit :

	On peut reformuler l’énergie de l’îlot :

	Comme , on obtient :

[3]	Le deuxième terme étant indépendant de  (grandeur que l’on cherche à caractériser), on l’ignore par la suite.
[4]	Si ,

	Pour une valeur de  donnée, l’énergie de l’îlot est minimale si 

Si l’on adopte le principe de minimisation de l’énergie, on en conclut que  croît linéairement avec .
[5]	Les 4 transferts possibles sont :
 : la variation d’énergie de l’électron transféré (énoncé peu clair à ce sujet) vaut

 : la variation d’énergie de l’électron transféré vaut

 : la variation d’énergie de l’électron transféré vaut

 : la variation d’énergie de l’électron transféré vaut

Or, 

On en déduit :

[6]	Il faut distinguer les processus correspondant à un gain ou à une perte d’un électron pour l’îlot :
	 : le nombre d’électrons passe de  à  donc 

 : le nombre d’électrons passe de  à  donc

On en déduit :

[7]	Si (2) est à la masse, . Les variations d’énergie précédemment calculées valent alors :

L’îlot conserve ses  électrons si le gain ou la perte d’un électron par l’un quelconque des 4 processus est énergétiquement défavorable. Il faut donc que tous les  soient positifs. Cela suppose donc :

	Si , cela se traduit par :

	donc 

	Si , cela se traduit par :

	donc 

Erreur d’énoncé ?
[8]	Le système précédent peut se récrire ainsi :

On voit que les quantités  et  doivent être comprises entre les deux droites parallèles du plan  d’équations :

	Ces deux droites coupent l’axe des abscisses en

	On en déduit la largeur  d’un diamant de Coulomb :

Cherchons maintenant l’abscisse  pour laquelle  (ce qui définit la limite verticale d’un diamant de Coulomb – énoncé peu clair à ce sujet). On obtient :

On en déduit :

Comme on est du côté ,

La demi-hauteur d’un diamant de Coulomb vaut donc :

[9]	D’après la question précédente, les droites délimitant les diamants de Coulomb ont pour équations :

On obtient donc le schéma suivant :
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[10]	Il faut ajouter à l’énergie la contribution 

	Par conséquent :

	On en déduit :

[11]	Supposons que  est pair. Alors :

En procédant comme précédemment, on en déduit les équations des droites délimitant les diamants de Coulomb pour  électrons (N pair) :

	Pour  électrons, on a donc :

Pour  électrons, on a donc :

	Pour  électrons, on a donc :


On voit tout de suite que les diamants de Coulomb de rang pair sont non modifiés par le spectre en énergie des électrons.
En revanche, pour les diamants de rang impair, le même calcul que celui effectué en [8] donne :
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[12]	A l’intérieur d’un diamant de Coulomb, la charge est constante. Le courant y est donc nul.
[13]	Au sein des diamants de Coulomb, nous venons de voir que le courant était nul et donc constant. Par conséquent, .
	Au-dessus (resp. au-dessous) d’un diamant de Coulomb, le courant est incrémenté (resp. décrémenté) d’une valeur constante. Donc le courant est constant au-dessus (resp. au-dessous) d’un diamant de Coulomb. Par conséquent, .
	Les seuls endroits où le courant varie avec  sont donc les frontières des diamants de Coulomb : sur ces frontières, .
[14]	Sur la figure 1.2., on observe un grand diamant de Coulomb suivi de 3 plus petits. On en déduit que 

	Pour les 3 petits diamants, on mesure :

	On en déduit :

	La mesure de la largeur du grand diamant donne :

	On en déduit :

	Je ne vois pas comment trouver  et  à moins d’exploiter la symétrie de l’îlot et de poser 

	Sous cette hypothèse, on en déduit :

[15]	Le nanotube peut être modélisé par un cylindre infini car . L’électrode de grille peut être modélisée par un plan conducteur infini car  et .
[16]	
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	L’énoncé attend visiblement que les candidats invoquent le théorème d’unicité, hors programme. De plus, il est contradictoire (et faux) de supposer les cylindres conducteurs ET chargés en volume.
	Moyennant ces réserves sérieuses, on peut affirmer que dans les deux situations, le potentiel électrostatique  vérifie, pour  :

	En effet, dans la première situation, le théorème de Gauss appliqué séparément à chaque cylindre donne les champs  et  créés par les cylindres. On en déduit :

	On vérifie bien que .
	Comme dans les deux situations,  vérifie l’équation de Laplace et satisfait aux mêmes conditions aux limites, les deux systèmes créent le même potentiel en tout point du demi-espace , en vertu du théorème d’unicité des solutions de l’équation de Laplace.
[17]	Les deux fils forment un condensateur dont la capacité est définie par

	Le fil et le plan conducteur forment aussi un condensateur dont la capacité est définie par

	Erreur d’énoncé :  est maintenant la distance entre les fils alors qu’auparavant, c’était …
	En suivant l’énoncé, on a  dans l’expression de la capacité. On en déduit :

	C’est 8000 fois plus que la valeur trouvée pour …
1.2 Régime cohérent
L’opérateur Hamiltonien n’est pas précisé avant la question [24], ce qui a dû effrayer de nombreux candidats PSI qui n’en ont jamais entendu parler ! 
La dépendance temporelle des fonctions d’ondes n’est pas précisée. De plus, l’énoncé utilise indifféremment les notations  et . Les candidats PSI ne font pas DU TOUT de mécanique quantique (en dehors d’une TRES LEGERE initiation en première année).
La forme donnée pour l’équation de Schrödinger suppose une dépendance temporelle en  alors que les schémas explicitant le sens physique des états stationnaires supposent une dépendance temporelle de la fonction d’onde en . Ce n’est pas sérieux.
[18]	 On obtient :

[19]	L’équation locale de conservation de la charge s’écrit :

On constate que  en tout point, ce qui est cohérent avec le faut qu’on a un état stationnaire. 
La conservation de la charge en régime stationnaire impose la continuité du courant :

[20]	La matrice de diffusion  est définie par 

	On en déduit :

	La continuité du courant impose, pour toutes valeurs de  et  :

	Par conséquent :

	Or, la matrice  est donnée par :

Par conséquent :

On déduit de la continuité du courant :

[21]	L’unitarité de  entraîne les relations :

	On en déduit :

	L’énoncé ne précise même pas de quoi il s’agit concernant les coefficients  et …
· Si  : on n’a qu’une onde incidente venant du demi-espace . Dans ce cas :

et

	Posons :

D’après [18], R et T sont les coefficients de réflexion et de transmission pour le courant dans le cas d’une onde venant du demi-espace .
· Symétriquement, si  : on n’a qu’une onde incidente venant du demi-espace . Dans ce cas :

et

	Posons :

D’après [18], R’ et T’ sont les coefficients de réflexion et de transmission pour le courant pour une onde venant du demi-espace .
· Comme , . On n’a donc qu’un unique coefficient de réflexion pour le courant et un unique coefficient de transmission pour le courant :

[22]	L’équation du mouvement d’un particule chargée dans un champ électrostatique s’écrit :

	Si l’on inverse le sens d’écoulement du temps, on définit la nouvelle position . Comme on a une dérivée seconde par rapport au temps, l’équation du mouvement est inchangée :

	Ce système est donc invariant par renversement du temps.
[23]	Dans le cas d’une particule chargée dans un champ magnétique statique, l’équation du mouvement s’écrit :

	La force de Lorenz fait apparaître la dérivée première  . Si le champ statique est créé par un aimant permanent, celui-ci ne sera pas affecté par le retournement du temps. On a donc l’équation du mouvement :

	L’équation du mouvement est modifiée : le système n’est pas invariant par renversement du temps.
	Si le champ statique est dû à des courants (solénoïde, par exemple), le renversement du temps entraîne l’inversion du sens des courants et donc du champ magnétique. Par conséquent :
 

	Le système est alors bien invariant par renversement du temps.
[24]	Contrairement à la deuxième loi de Newton qui fait intervenir une dérivée seconde par rapport au temps, l’équation de Schrödinger est du premier ordre par rapport au temps. On pourrait donc croire a priori qu’elle n’est pas invariante par renversement du temps.
	En fait, c’est le caractère complexe de la fonction d’onde qui assure son invariance par renversement du temps.
	En effet, considérons l’équation de Schrödinger vérifiée par la fonction d’onde complexe  (nous écrivons l’équation de Schrödinger sous une forme compatible avec l’ensemble des calculs faits jusqu’à présent) :

	Inversons le sens d’écoulement du temps :

	Prenons le complexe conjugué de cette équation :

	On constate donc que la fonction d’onde  est bien solution de l’équation de Schrödinger :

	Le système quantique est donc bin invariant par renversement du temps.
[25]	Si l’on inverse le sens d’écoulement du temps, les ondes incidentes définies sur la figure 1.3 deviennent les ondes réfléchies complexes conjuguées (d’après [24]) et les ondes réfléchies deviennent les ondes incidentes complexes conjuguées. On a donc les correspondances :

	Par conséquent :

	C’est-à-dire :

	On en déduit que :

	Or, nous avons montré en [20] que . Par conséquent :

	La matrice  est donc symétrique et donc  est symétrique.
[26]	La matrice de diffusion est donc de la forme :

avec les conditions ,  et (cf. [21]).
	Posons donc :

	La condition  donne :

On peut donc écrire, en toute généralité

[27]	Pour un aller de 1 à 2,  donc .
	Pour un aller de 2 à 1,  donc .
[28]	Les différentes possibilités sont les suivantes :
- Aller simple sans réflexion :

· Une réflexion sur 1 et 2 :

·  réflexions sur 1 et 2 :

On en déduit :

[29]	Il s’agit de la somme d’une suite géométrique :

	Par conséquent :

	Finalement, on a donc :

	Il s’agit d’une interférence à ondes multiples par division de l’amplitude : ce dispositif est analogue à un interféromètre de Fabry-Pérot, évidemment tout à fait hors-programme PSI…
[30]	 est maximal (condition de résonance) si  c’est-à-dire si :

[31]	L’espacement en énergie entre deux résonances  et  vaut :

Que signifie l’hypothèse  constante faite par l’énoncé ? La relation de dispersion donnée par l’équation de Schrödinger s’écrit :

	On en déduit :

	A résonance, cela donne :

	Si l’on considère un mode indexé par , avec ,

On suppose donc que l’on considère un indice de résonance  et qu’on considère des résonances de rangs voisins de .
[32]	L’équation de Schrödinger (question à peu près intraitable par un PSI, d’autant plus que l’équation de Schrödinger fournie n’est pas cohérente avec le reste…) donne la relation de dispersion :

	La vitesse de groupe n’est pas modifiée :

Or, l’expression de  obtenue en [31] est générale (indépendante de la présence ou non du terme électrostatique). Par conséquent :

	Or, à résonance, l’énergie s’écrit :

	On en déduit la condition de résonance exprimée sur l’énergie :

[33]	Si , 

	On peut reformuler  en fonction de l’énergie :

	On remarque que quelle que soit la valeur de ,  à résonance : la probabilité de transmission de l’électron vaut 1.
	La valeur de  contrôle la largeur des pics de résonance (question difficilement traitable par un PSI) :
· Si  : on aura des résonances aiguës.
· Si  : on aura des pics de résonance larges (et à la limite, plus de résonances du tout si .
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[34]	Pour deux résistances en série, 

	On n’observe aucune résonance contrairement au cas cohérent.
	Prenons . On obtient :

Cette valeur est toujours inférieure à la conductance obtenue à résonance dans le cas cohérent :

[35]	Comment un candidat PSI peut-il saisir ce que signifie « cas incohérent » ???
Dans le cas incohérent, on prend le module carré de chacune des ondes envisagées en [28] et on somme ces modules (au lieu de sommer les amplitudes complexes PUIS de prendre le module carré de la somme). Par conséquent :

	Si  et ,

	ce qui correspond bien au calcul classique effectué en [34].
Le système devient incohérent si les différentes ondes n’interfèrent pas. Cela n’est possible que si les phases de ces ondes sont aléatoires les unes par rapport aux autres. Cela suppose probablement (?) que la distance  soit très grande devant l’extension spatiale  de la fonction d’onde électronique, donnée par l’inégalité de Heisenberg spatiale. Pour avoir  petit, il faut  : il faut préparer un paquet d’onde électronique très peu monochromatique.
[36]	On distingue un comportement à peu près périodique de la conductance différentielle par rapport à  (à  fixé) et par rapport à  (à  fixé). Cela rejoint le comportement périodique de  constaté en [33]. Lorsque  est maximale,  est maximale…
[37]	On note que l’intervalle noté  correspond sensiblement à deux périodes de  par rapport à . Or, on a vu plus que la période en énergie valait :

	C’est donc cohérent.
	En mesurant sur la figure (attention !  est une énergie), on obtient :

	On en déduit :

	D’autre part,

	C’est une valeur très faible. Cherchons la température en dessous de laquelle 

On a choisi  car on a affaire à un problème unidimensionnel. On obtient (la constante de Boltzmann n’est pas donnée, ce qui est exagéré en PSI où on ne fait pas du tout de physique statistique…) :

Il faut donc opérer à basse température pour espérer observer de tels comportements.

Partie 2 :	Boîte à photons
2.1	Guide d’onde électromagnétique
L’énoncé introduit le vecteur D, dont les candidats (de toutes filières, d’ailleurs) n’ont jamais entendu parler. Sans remettre en question le caractère fondamental de D, n’aurait-il pas été possible de faire l’économie de cette introduction ? A l’évidence, si !
D’autre part, la terminologie employée, bien que conforme aux recommandations de la Commission Electrotechnique Internationale, n’est pas du tout en accord avec l’usage défini dans les programmes de CPGE où B est nommé champ magnétique (et non induction magnétique) et H est nommé excitation magnétique (et non champ magnétique).
[38]	Les équations régissant les champs E et H en l’absence de charges et de courants (libres) s’écrivent, le milieu étant linéaire :

	On en déduit, en calculant  et  

	Or, 

	Par conséquent :

L’énoncé affirme que le mode TEM est une onde PLANE dans la ligne coaxiale. Ceci est absolument FAUX car le champ présente une dépendance spatiale radiale, et non uniquement axiale.
[39]	Comme l’onde n’est pas plane, les choses ne sont pas aussi simples que ce que l’énoncé semble considérer. 
Nommons , le vecteur unitaire directeur de l’axe de propagation (et donc du câble coaxial). Le champ du mode TEM s’écrit :

En fait, il faut ici montrer que :

	c’est-à-dire :

	Or,  et . Donc :

	Or,

	Par conséquent :

	Comme on est en régime harmonique, 

	On en déduit que 

avec :

En coordonnées cylindriques, cela donne :

[40]	La symétrie de révolution du problème ainsi que le caractère TEM de l’onde entraîne :

[41]	On déduit des équations donnant la composante axiale des deux rotationnels :

[42]	Les deux conducteurs étant supposés parfaits, la composante tangentielle de E doit s’annuler sur leurs surfaces. Il faut donc que 

	Par conséquent,  et donc :

On en déduit :

Les deux équations restantes sont :

[43]	Ces deux équations imposent de manière évidente que 

	On en déduit le système d’équations différentielles :

[44]	Dans cette géométrie particulière, il se trouve que la circulation de E entre deux points situés dans un plan perpendiculaire à l’axe Oz ne dépend que de ces deux points (alors qu’on n’est pas en régime stationnaire). On peut donc (malgré le fait que ) écrire :

	Par conséquent,

	Le théorème d’Ampère (tenant compte bien sûr a priori de la densité de courant de déplacement , même si sa contribution est ici nulle) appliqué le long d’un cercle d’axe Oz orienté selon , donne :

	On en déduit :

	On déduit le système d’équations différentielles couplées :

[45]	Le système de la question [43] (plutôt que [42]) donne :

	Donc :

	Puisqu’on ne retient que la solution se propageant vers les z croissants,

	La condition aux limites en  donne :

Par définition des fonctions  et , on peut écrire

[46]	Question complètement hors programme PSI (et toutes filières, d’ailleurs). 
	On part de l’équation locale de Poynting :

	En posant :

	on obtient :

	où

On en déduit que les moyennes temporelles des densités volumiques d’énergie électrique et magnétique valent respectivement :

La puissance moyenne dissipée par unité de volume est donnée par :

Or,

Par conséquent :

Les grandeurs moyennes correspondantes, exprimées par unité de longueur de câble coaxial valent donc :

où S désigne la section de l’isolant.
Les moyennes temporelles des énergies stockées dans la capacité linéique  et l’inductance linéique  ainsi que de la puissance dissipée dans la conductance  s’écrivent :

En identifiant les différentes grandeurs moyennes, on en déduit :

[47]	On a montré à la question [45] que

	Par conséquent :

	On en déduit :

	Par conséquent :

Le système obtenu en [44] s’écrit :

	soit :

On en déduit :

On a donc démontré la loi des mailles (première équation) et la loi des nœuds (deuxième équation) à partir des équations de Maxwell.
[48]	En tenant compte de la dissipation dans les conducteurs, les équations s’écrivent :

Au passage,  n’a évidemment aucun rapport avec l’inverse de  (encore une notation approximative utilisée en [46].
On en déduit :

où :

	La solution générale s’écrit :

L’énoncé semble demander d’expliciter  (en changeant au passage la convention sur la définition de la partie imaginaire…), ce qui ne présente guère d’intérêt (cf question suivante). 
[49]	Si les pertes sont faibles, on peut se limiter à l’ordre 1 :

	On en déduit :

	On en déduit :

	Considérons l’onde de tension progressive vers les z croissants :

	La vitesse (de phase) de l’onde vaut donc :

[50]	Les équations de couplage obtenues en [48] permettent d’écrire, pour une onde se propageant vers les z croissants :

	On en déduit :

	Pour une onde se propageant vers les z décroissants, on trouve bien sûr :

	On en déduit l’onde de courant en fonction de l’onde de tension :

	Dans le cas sans dissipation, . Par conséquent :

	C’est bien l’expression de l’impédance caractéristique d’une ligne coaxiale sans perte.
[51]	Par définition de l’impédance de charge,

	Le coefficient de réflexion pour l’onde de tension est défini par :

	Ce coefficient fait penser au coefficient de réflexion de la pression acoustique à l’interface de deux fluides (entre autres).
[52]	L’impédance d’entrée de la ligne est définie par :

	On peut réexprimer cette impédance à l’aide du coefficient de réflexion  :

	On en déduit :

	Encore une erreur d’énoncé ? A moins que la définition de  (non précisée clairement par l’énoncé) ne soit pas la bonne ?
	Si l’on définit  par 

où :

	La solution générale s’écrit :

avec

Naturellement, les rôles de  et  sont permutés. En particulier, la vitesse de propagation doit alors s’écrire :

	Avec cette définition, on obtient bien :

2.2 	Résonateur micro-onde
[53]	On atteint ici le sommet : les candidats sont donc censés savoir ce qu’est une ligne coplanaire sur puce… Il est TOTALEMENT IMPOSSIBLE de répondre à cette question.
[54]	ça continue ! Le candidat est censé deviner que « ligne de longueur finie terminée à ses deux extrémités » signifie « ligne en circuit ouvert à son extrémité droite ».
	Muni de ce « détail » (qui traduit sans doute le fait que la ligne coplanaire considérée est un « résonateur »),  et :

	Grâce aux formules d’addition des fonctions hyperboliques (non fournies, bien sûr, et non usuelles), on obtient :

[55]	Si l’on suppose  (excitation en tension, à courant nul, sans trop voir pourquoi, d’ailleurs),

	Comme  et  sont des réels, on en déduit :

	Par conséquent :

	La condition  (idéale) est compatible avec l’hypothèse des pertes faibles qui va suivre car alors .
	Or,  joue le rôle de vecteur d’onde donc . On en déduit :

Si l’atténuation est faible (ç’aurait été bien de le dire dès cette question puisqu’on va faire cette hypothèse jusqu’à la fin), on a la relation . Par conséquent :

[56]	Les pertes par dissipation étant faibles, on peut écrire . Comme on se place au voisinage de ,  avec  et donc

	Par conséquent :

[57]	L’admittance du circuit vaut :

	Par conséquent :

	Donc :

[58]	Si  avec , 

	On peut mettre  sous la forme :


	On voit que  et  ont la même forme. On peut donc les identifier :

	On en déduit :

[59]	L’énergie moyenne stockée dans le résonateur (c’est-à-dire le circuit ) vaut :

	L’énergie perdue par seconde est la puissance moyenne dissipée dans la résistance :

	On en déduit :

	A résonance, on obtient :

	Par conséquent, compte tenu du fait que  :

[60]	La tension quadratique moyenne est reliée à l’énergie moyenne stockée dans le résonateur par :

	Si ,

	On en déduit :

	Pour 0 photon, on a donc :

[61]	Contrairement à ce qu’on pourrait penser, l’impédance  montée en série avec  n’a pas pour rôle de transformer l’association  en une unique impédance valant  : il ne s’agit pas ici de transférer de la puissance mais d’isoler le résonateur de la ligne aval dont l’impédance caractéristique vaut  dans le but de ne pas trop perturber le résonateur (cf [63]). Encore aurait-il fallu le préciser : un candidat PSI ne peut le deviner…
	Comme l’énoncé évoque un « dipôle électrostatique », il doit s’agir d’un simple condensateur  choisi pour que 

[62]	Il s’agit ici de trouver  et  telles que

	On en déduit :

[63]	L’impédance de charge  n’est plus infinie mais vaut 

	Par conséquent,

	D’autre part, le port d’entrée impose aussi :

	On en déduit après calcul :

	Par conséquent :

	On en déduit :

	Les fréquences propres ne sont donc pas modifiées.
[64]	Si les capacités de couplage  sont idéales, le facteur de qualité  est inchangé. Cependant, il y a toujours des pertes diélectriques dans l’isolant. Le facteur de qualité chutera donc nécessairement du fait des capacités de couplage.
2.3	Electromètre ultra-sensible
[65]	On peut poser :

	Cette grandeur s’exprime en  et est positive. 
Je pense, à la lecture de la dernière question que  désigne non pas le nombre de charges de l’îlot mais sa variation. Mais l’énoncé, une fois de plus, est tout sauf clair.
J’avais pensé écrire  par analogie avec la compressibilité d’un fluide mais les questions suivantes rendent cette définition peu probable.
	On remarque que  s’exprime en  : c’est bien une capacité. Comme le potentiel varie à la pulsation  où , le nombre de charges  suit instantanément les fluctuations de  : on est à chaque instant dans une situation de quasi-équilibre. Je pense que c’est ce que l’énoncé entend par « bonne quantité thermodynamique » (?)
[66]	L’ajout de la capacité  en parallèle provoque une variation de la pulsation de résonance :

	Donc :

[67]	Lorsque , l’argument de  vaut  pour . A , on a :

	On en déduit :

	A l’ordre 1, obtient donc :

	Le fait d’avoir un facteur de qualité élevé rend la mesure de la phase beaucoup plus sensible.
[68]	Au voisinage de , les deux phases sont données par :

	On obtient les courbes (pour  et ) :
[image: Une image contenant graphique

Description générée automatiquement]
	Pour  et , cela donne :
[image: Une image contenant graphique

Description générée automatiquement]
	On voit l’intérêt d’avoir un facteur de qualité élevé.
[69]	La définition de  donne :

	On en déduit :

	En passant aux valeurs efficaces, on obtient :

	Comme  s’ajuste instantanément, on doit pouvoir écrire  (j’ai un « léger » doute…). On en déduit :

[70]	On déduit de la donnée de  :

	Par conséquent :

	car .
[71]	 signifie que la résolution sur la variation du nombre de charges est très inférieure à 1 : la variation du nombre de charges est donc mesurée très précisément, à l’électron près. On compte donc les électrons un par un.
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