MODÉLISATION X-ENS – PSI
Le projet COLIBRI

Proposition de correction.
Merci de signaler erreurs et améliorations à paul-henri.bricout2@laposte.net


Question n°1 : Comparaison des technologies
Sur le graphe de droite, on peut estimer la pente à -1 : la fréquence de battement est inversement proportionnelle à la longueur des ailes des colibris biologiques. Les points correspondant aux robots respectent la même distribution, sauf celui de AVFL Robotic.

Sur le premier graphe donnant la longueur des ailes en fonction de la masse, on peut estimer la pente à environ 3/5, d'où la loi . Même sans cela, on constate que les points qui correspondent aux projets sont tous à droite, sous la droite de tendance des colibris biologiques : les robots ont une masse trop importante par rapport à la longueur de leurs ailes. 
Le paramètre qui doit encore être optimisé est la masse, qu'il faut réduire.

Partie 1 : Modélisation du mécanisme
1. Etude de la transmission
Question n°2 : 
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Question n°3 : Fermetures géométriques


 d'où   (a)


 d'où    (b)



En projetant (b) sur , il vient  soit 


En projetant (b) sur , il vient  (c)


En projetant (a) sur , il vient 


En projetant (a) sur , il vient 
En sommant les carrés des deux dernières relations :

, soit en utilisant (c) :



Question n°4 : Cas particuliers

Dans ces deux cas, l'expression de Q3 s'écrit 
	

	


	

	


	

	


	

	




Question n°5 : Cas général

L'expression de Q3 permet de trouver , cohérent avec les signes de Q4.

Question n°6 :

La courroie donne .
Question n°7 :




 est la position angulaire moyenne. On souhaite une oscillation d'amplitude A autour de cette position. Idéalement, on souhaite  (signe cohérent avec les réponses précédentes). La fonction coût compare donc  et , en intégrant le carré de l'écart entre les deux. Réduction du coût : moindres carrés.

Question n°8 :

On définit d'abord une fonction qui calcule une valeur de phi , puis une autre qui calcule le coût avant de créer le tableau demandé :
defPhi(L2, gamma, theta):
# calcule phi en fonction des angles en radian
    num = L*np.cos(gamma)-L1*np.sin(theta)-(L2**2-(L1*np.cos(theta))**2)**0.5
return np.arctan(num/L/np.sin(gamma))

defJ(L2,gamma):
    phi1 = Phi(L2, gamma,-np.pi/2)
    phi2 = Phi(L2, gamma,+np.pi/2)
    phim =(phi1+phi2)/2
    A =20*np.pi/180# A en radian
    # tableau des valeurs de phi
    phic = Phi(L2, gamma, thetac*np.pi/180)
    # calcul de l'intégrale
    resu =0.0
    for i in range(len(thetac)-1):
        # largeur
        dtheta = thetac[1]-thetac[0]
        # somme
        resu = resu +(phic[i]-phim + A*np.sin(thetac[i]*np.pi/180))**2\
        +(phic[i+1]-phim + A*np.sin(thetac[i+1]*np.pi/180))**2
        # surface
        resu = resu/2*dtheta
    return resu

# Création du tableau
TabJ = np.array([[J(L2,gamma)for gamma in paramGamma]for L2 in paramL2])
Question n°9 :

D'après la question 6 : , d'où le code utilisant les propriétés des tableaux numpy :
psic = D3/D4*phic

Question n°10 :


La fréquence de battement est  donc .

Par dérivation de fonction composée, l'accélération angulaire est 

Question n°11 :
Que signifie exactement "récurrence à deux termes" ?
Avec un schéma numérique explicite : 


 et   donc pour la dérivée seconde :



Avec des valeurs de theta uniformément réparties .


  et pour l'élément i de TabA : 

Si theta est en degré il faut convertir : .

Question n°12 :
En utilisant la relation de récurrence précédente
f =20# frequence de battement
LA =[psic[i]-2*psic[i-1]+psic[i-2]for i in range(2,len(psic)]
TabA =4*np.pi**2*f**2*np.array(LA)/(thetac[1]-thetac[0])**2
Si theta est en degré la dernière ligne s'écrit :
TabA =4*180**2*f**2*np.array(LA)/(thetac[1]-thetac[0])**2

Question n°13 :
Pour les deux conceptions, l'accélération est grossièrement sinusoïdale au cours du temps.
Pour la nouvelle conception, l'allure est plus symétrique et les valeurs extrêmes sont plus faibles (de l'ordre de 0,9 106°/s² au lieu de 1,4 106°/s²) d'où vraisemblablement des efforts mécaniques moindres.



1I. Etude de l'association moteur/réducteur
Question n°14 :

Puissance électrique consommée par le moteur : 

On considère que la question porte sur la puissance mécanique fournie par le moteur au mécanisme entraîné et non sur la puissance mécanique fournie par le couple .


Puissance mécanique fournie par le moteur 

Question n°15 :


Un bilan de puissance donne  donc , soit



Question n°16 :



A vide,  donc  et l'équation électrique donne .

Question n°17 :


D'après la question 14, . Donc  et


. La dérivée s'annule pour  et il s'agit bien d'un maximum.

Question n°18 :




Le fonctionnement du moteur doit respecter  et , soit , ou encore , d'où le domaine de fonctionnement possible (triangle grisé) :
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La condition de puissance maximale est sur la médiane en rouge.
Question n°19 :


D'après Q14, . On isole l'intensité que l'on remplace dans l'équation électrique  :



Question n°20 :
Code de dichotomie 
def dichotomie(f):
    x1 =0.
    x2 =7000.
    while x2-x1 >1e-3:
        m =(x1+x2)/2
        if f(x1)*f(m)<0:
            x2 = m
        else:
            x1 = m
    return x1

Question n°21 :





La condition de la question 17 est  et l'on cherche l'intersection en  avec . On cherche à résoudre , ce qui correspond à chercher le zéro de la fonction :  d'où le code :
def fmini(w):
    return R*Petoile/k/w - k*w





On cherche l'intersection en  de  avec , donc on cherche le zéro de la fonction :  d'où le code :
deffmaxi(w):
    return k*w + R*i0 + R*Petoile/k/w - Umax

Question n°22 :
Il suffit d'appeler la fonction dichotomie :.
wmini = dichotomie(fmini) 
wmaxi = dichotomie(fmaxi)
Remarque : il serait possible de résoudre les équations littéralement, mais l'énoncé demande d'utiliser la dichotomie pour une résolution numérique.

Question n°23 :


A la question 19 nous avons vu  d'où 

Les pertes par effet Joule sont donc .

Question n°24 :

Les pertes par effet Joule sont minimales pour .

On en déduit le rapport de transmission 

Question n°25 :

Aux pertes par effet Joule, il faut ajouter les pertes mécaniques  qui augmentent avec la vitesse. Le rapport choisi de 39 au lieu de 48 peut être celui qui minimise les pertes totales. Autre idée : utilisation d'un réducteur existant dans le commerce.

1II. Etude de la batterie
Question n°26 :
Le choix de batterie Lithium-Polymère (E sur la figure 6) permet un compromis entre énergie spécifique (meilleure que pour les technologies Det F à K et similaire à C) et puissance spécifique (qui peut être meilleure que pour les technologies restantes A et B).

A) Modèle dynamique de la batterie
Question n°27 :




La loi de fonctionnement du condensateur de gauche donne , donc 


D'autre part, la loi des nœuds donne , soit .



On a donc  avec  et 
Question n°28 :

La loi des mailles donne 
Question n°29 :



On en déduit   c'est-à-dire  avec 

Question n°30 :

Un schéma d'Euler explicite est trouvé pour l'équation (1) en écrivant, avec 


 d'où 


et 

B) Filtre de Kalman
Question n°31 :

On choisit d'après l'énoncé un estimateur tel que .

Donc 

On remplace d'après (4b) 



Par ailleurs on a la relation de récurrence modifiée (3b) .





On remplace 


On en déduit l'espérance (somme des espérances) :




Or  et 



Question n°32 :


En choisissant    et   , il reste


 avec 

Question 33 :



On remplace    et    dans la relation de récurrence.



Question 34 :




L'erreur d'estimateur est une matrice de la forme  donc  et , matrice symétrique car . 

Donc  est aussi symétrique.

Question 35 :

D'après le calcul de la question 31, 


En remplaçant     et   , il reste





On doit calculer 
En développant, on obtient une somme de 25 espérances.


Seuls les termes des deux premières lignes sont non nuls. Les espérances de produits de variables centrée indépendantes sont nulles. Il reste la relation demandée



Question 36 :



Par définition, . Donc. On en déduit .
On n'a pas besoin de l'hypothèse A symétrique ?

Question 37 :



A priori une erreur dans l'énoncé : la définition de la dérivée donne une matrice de même taille que (et non ), qui n'est pas ici une matrice symétrique.


D'après la question 35 : 




 (matrice nulle) car  ne dépend pas de .


D'après Q36 et comme des matrices transposées ont même trace, également.


 car d'après le formulaire

Donc , nulle pour




Or  et car matrice symétrique, donc 

, relation demandée.

Question 38 :

D'après la question 35 : 

On remplace dans le dernier terme et on simplifie :



C) Implémentation
Question 39 : complexité
On suppose que les variances sont connues. Les termes utilisés sont des flottants.
Complexité en mémoire : il y a une quinzaine de grandeurs (scalaires et matrices comptant 2 ou 4 valeurs). Les grandeurs au rang k peuvent être écrasées au rang k+1 si le seul objectif est d'estimer l'état courant. Une faible capacité mémoire suffit pour stocker moins d'une centaine de flottants.
Complexité en temps de calcul : lors d'un pas de temps, il n'y a ni boucle, ni appel récursif mais de simples calculs (multiplications et additions de scalaires, pas d'inversion de matrice mais une simple division), en nombre indépendant du pas de temps. La complexité d'un pas de temps est donc en temps constant.
On a là un des intérêts du filtre de Kalman : estimation de l'état présent du système avec peu de calculs.
(Historiquement une des premières mises en œuvre aurait concerné l'estimation de trajectoire pour le programme Apollo, à une époque où les mémoires avaient des capacités en ko et les processeurs une fréquence de l'ordre du MHz, ce qui correspond à une carte Arduino actuelle.)



Question 40 :
La définition de variables globales dans une fonction est-elle au programme ?

Les matrices sont stockées comme des listes de listes. On pourrait simplifier en stockant les matrices  comme de simples listes.
def initialisation():
    global X, P, sigma, Q
    X =[[1],[0]]
    P =[[0,0],[0,0]]
    sigma =0.01
    Q =[[0.03**2,0],[0,0.03**2]]
return# optionnel

Question 41 :
On stocke les matrices sous forme de listes de listes.
def Prediction(X, P):
    a = a11(dt)
    X =[X[0]+b0(dt)*ik , a*X[1]+b1(dt)*ik]
    P =[[P[0][0]+ Q[0][0], a*P[0][1]] , [a*P[1][0], a**2*P[1][1]+Q[1][1]]]
return X, P

Question 42 :


On calcule séparément les matrices notée CPCt et  notée Id_KC pour condenser les expressions
def MiseAJour(X, P):
    CPCt = a**2*P[0][0]-a*P[0][1]-a*P[1][0]+P[1][1]
    Kt =[(a*P[0][0]-P[0][1])/(CPCt+sigma**2), \
         (a*P[1][0]-P[1][1])/(CPCt+sigma**2) ]
    Id_KC =[[1-Kt[0]*a ,+Kt[0]],[-Kt[1]*a ,1+Kt[1]]
    P =[[Id_KC[0][0]*P[0][0]+Id_KC[0][1]*P[1][0]], \
        [Id_KC[1][0]*P[0][0]+Id_KC[1][1]*P[1][0]]]
    CX = a*X[0]-X[1]
    X =[[X[0][0]+K[0]*(vk-CX)],[X[1][0]+K[1]*(vk-CX)]]
return X , P

Question 43 :
La ligne 9 indique que l'estimation de l'état de la batterie se fait "en temps réel" grâce à une boucle infinie.
A chaque instant, l'état de la batterie est donné par SOC, qui vaut 100 quand la batterie est complétement chargée. Cette valeur est disponible dans le vecteur X : SOC est donné par X[0].



Partie 2 : Amélioration des performances de vol
I. Stabilisation du vol en lacet
Question 44 :
Remarque : La tangente à l'origine (horizontale) n'est pas compatible avec la réponse d'un système d'ordre 1. 

On exploite cependant le temps de réponse à 63% et on relève .

Question 45 :

L'application à l'oiseau du théorème du moment cinétique autour de l'axe Oz dans le référentiel terrestre supposé galiléen permet d'écrire .

Le modèle d'ordre 1 du couple de stabilisation donne .



On en déduit  et on peut donc écrire avec 

Question 46 :
D'après la première équation de la question 45 (théorème du moment cinétique), 


 et le modèle du couple est .

Donc .

Question 47 :


On applique à nouveau à l'oiseau du théorème du moment cinétique autour de l'axe Oz dans le référentiel terrestre supposé galiléen : , soit .



On écrit l'équation différentielle sous forme canonique  ; . La solution est de la forme .


Entre deux maxima successifs, il y a une pseudo-période  et donc  expression du décrément logarithmique.


On observe sur la figure 11 que l'amortissement est faible :  donc 



Question 48 :

D'après Q46, .
Les coefficients du dénominateur de la fonction de transfert d'ordre 2 sont tous de même signe, donc le critère de stabilité est vérifié (critère au programme de physique).
Autres formulations : les pôles de la fonction de transfert sont  et . Ils sont donc à partie réelles strictement négatives donc le système est stable (programme de S.I.).

Question 49 :

Le correcteur proportionnel intégral  augmente la classe de la fonction de transfert en boucle ouverte, qui passe à 1. L’erreur est donc nulle pour la réponse à un échelon. De plus le schéma-bloc est à retour unitaire donc l’erreur est égale à l’écart. Le critère de précision est donc vérifié.

Question 50 :



Pour une marge de phase de 60°, on relève à -120° la phase pour la pulsation . A cette pulsation, sur le diagramme de gain, on relève 75dB. Il faut donc  soit .

II. Stabilisation du vol en tangage
Question 51 :




La description des vitesses ne me semble pas très claire. Si on comprend que  est en valeur absolue la composante (constante) selon  de la vitesse de l'aile par rapport à l'oiseau :
quand l'aile descend, la traînée est de la forme  pendant T/2 ; 
quand l'aile monte, la traînée est de la forme  pendant T/2.
Moyenne sur une période :



De la forme 

Question 52 :




Lors d'une rotation à vitesse angulaire  autour du centre de masse G, le centre de poussée a une vitesse orthoradiale  par rapport à G, qui s'ajoute à la vitesse  du centre de masse (composition de vitesses). La traînée devient .
Question 53 :




On applique le théorème de la résultante dynamique à l'oiseau, soumis à la portance , la traînée , son poids , et on projette sur  :


 car .



Avec  on écrit  à l'ordre 1 en .

Question 54 :

L'équation du moment dynamique s'écrit .
On écrit les deux dernières équations dans le formalisme de Laplace :





On élimine 







On obtient la forme demandée avec .

Question 55 :

Pour les deux tracés de la figure 15, il y a au moins un pôle à partie réelle positive : il semble que le vol soit instable quel que soit le signe de .

Question 56 :
Sur la figure 16, tous les pôles sont maintenant à partie réelle strictement négative, donc le système est stable.
Précision de tangage : on attend moins de 10° d'erreur de position angulaire.
Ce critère est respecté sur la réponse tracée figure 16 : on attend un angle de tangage nul et on obtient une réponse comprise entre -10° et +10°.

Question 57 :
Le but de cette recherche est de fabriquer un drone miniature et léger, pouvant se déplacer de façon stable dans des endroits isolés et accidentés, en s'inspirant du vol du colibri (biomimétisme). Les enjeux sont la miniaturisation, l'autonomie, la stabilité du vol. 

Les études menées ont été :
· Une étude du mécanisme de transmission de puissance du moteur aux ailes
· L'optimisation du mécanisme pour obtenir un mouvement régulier et minimiser les efforts mécaniques
· Un bilan de puissance pour minimiser l'échauffement du moteur.
· Une étude de la batterie et d'une façon de connaitre en temps réel son état de charge
· L'amélioration des performances de vol (vitesse, position angulaire) par asservissement, y compris le choix d'un correcteur.
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